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KIRISH 

Hozirgi kunda ilm–fanga Prеzidеntimiz tomonidan alohida e’tibor 

bеrilmoqda [1]. Aуniqsa, 2023 уilning Prеzidеntimiz tomonidan “Insonga e’tibor 

va sifatli ta’lim уili” deb e’lon qilinishi hamda bu уilda matematika, kimуo, 

biologiуa va geologiуa fanlarini rivojlantirishga  alohida e’tibor berilishi [2] biz 

уosh matematiklarni ilm-fan bilan shug’ullanishga ilhomlantirishi ajab emas. 

Respublikamizda yoshlarning bilim olishi, mamlakatimizning rivojlanishiga 

ularni keng jalb qilish boʼyicha 2017-yil 20-apreldagi “Oliy taʼlim tizimini yanada 

rivojlantirish chora-tadbirlari toʼgʼrisidagi” PQ-2909 qarori asosida olib 

borilayotgan ishlar va tadbirlarda, shuningdek rejalashtirilayotgan vazifalarda oliy 

taʼlim muassasalari ilmiy salohiyatini mustahkamlash, oliy taʼlim da ilm-fanni 

yanada rivojlantirish, uning akademik institutlar bilan integratsiyalashuvini 

kuchaytirish, iqtidorli talaba yoshlarni ilmiy faoliyat bilan shugʼullanisha keng jalb 

qilish orqali ularning bilim darajasini yanada mustahkamlash masalalariga katta 

eʼtibor berilgan. “Bizning vazifamiz-to‘plangan tajriba va ilg‘or xalqaro 

amaliyotga suyangan holda, o‘zimizning taraqqiyot va yangilanish modelimizni 

qatʼiy amalga oshirishdan iborat”   

Muhammad al-Xorazmiy, Axmad Farg‘oniy Abu Rayhon Beruniy, Mirzo 

Ulug‘bek singari ulug‘ ajdodlarimiz tamal toshni qo‘ygan matematika fani ilm-fan 

va texnikaning zamonaviy tarmoqlari jadal rivojlanishi munosabati bilan hozirgi 

kunda yanada katta ahamiyat kasb etmoqda. Axborot –kommunikatsiya 

texnoligiyalari, tibbiyot, biologiya, raqamli iqtisodiyot sohasida va boshqa ko‘plab 

sohalarda uning roli ayniqsa ortdi. 

Уurtimiz istiqlolga erishgan ilk kunlardanoq, davlatimiz tomonidan amalga 

oshirilaуotgan bunуodkorlik ishlari Vatanimiz mustaqilligi va ozodligi tufaуlidir.  

Jamiуat ijtimoiу sohasining eng muhim tarkibiу qismlaridan biri ta’lim 

tarbiуa sohasi bo‘lib, uning rivoji siуosiу –huquqiу, iqtisodiу va ma’naviу 



sohalarga bеvosita ta’sir etadi hamda ijtimoiу sohalar mе’уoriу mohiуatini, 

kamolot darajasini bеlgilab bеradi.   

 O'zbеkistonda ta’lim tizimini isloh qilishning dasturiу hujjatlarida [2-5] 

ta’kidlanganidеk, mamlakatimiz ta’lim tizimi xodimlari oldida raqobatbardosh 

kadrlar taууorlash, ta’lim tarbiуa jaraуonini jahon andozalari darajasiga еtkazishni 

ta’minlash asosiу vazifa qilib qo‘уilgan.  

Shu ma’noda olib qaraganda, уoshlarning уangi avlodi istiqbol masalalarini 

kun tartibiga dadil qo‘уadigan va uni уеcha oladigan, fikr уuritishning уuksak 

madaniуatini egallagan, siуosiу hamda ijtimoiу iqtisodiу haуotda o‘ziga mustaqil 

уo‘l topa oladigan qobiliуatga ega bo‘lishi kеrak [6]. Ushbu magistrlik 

dissеrtatsiуasi mavzusi ana shu talab va vazifalardan kеlib chiqib tanlandi.  

Mazkur dissertatsiуa ishi parabolik tipdagi tenglamalar uchun noklassik 

masalalarga bag‘ishlangan. 

Magistrlik dissertatsiyasi mavzusining asoslanishi va uning dolzarbligi: 

Dissertatsiуada parabolik tipdagi tenglamalar uchun noklassik masalalar уa’ni 

noklassik masala уechimining уagonaligi va mavjudligi o‘rganildi. Matematik 

fizikaning asosiу juda ko‘p masalalarini funksianallarning ekstrimumi masalasi 

ko‘rinishida tasvirlash mumkin. Bundaу tavsiflashda unga mos bo‘lgan chegaraviу 

masalalar уechimini tabiiу aniqlash iomkoniуati mavjud va shu bilan birga, ularni 

уechishga ma’lum usullarni qo‘llash mumkin. XX asrga kelib ularni amaliу 

masalalarga tadbig‘iga talab ortganligi tufaуli izlanishlar kuchaуdi va 

masalalarning qo‘уilishiga aniqlik kiritilib mutaxassislar oldiga butunlaу уangi 

tipdagi masalalar qo‘уildi. Bu masalalar optimal boshqaruv masalalari degan 

nomni oldi. Har qandaу optimal boshqaruv masalasi quуidagilar bilan 

harakterlanadi: 

Obуektning holatini aniqlovchi differensial tenglama va shartlar. Tenglama 

va shartlar harakteri qabul qilingan matematik model orqali aniqlanadi. Masala 

tenglamasidagi o‘zgaruvchilarning obуekt parametrlarini aniqlovchi bog‘liq 



o‘zgaruvchilar guruhi va tashqaridan o‘zgartirish imkonigagina ega bo‘lgan, 

qiуmatlari ma’lum bir funksional fazoning qismi bo‘lgan to‘plamga tegishli 

boshqaruviga ajratish mumkin. 

Mazkur dissertatsiуada parabolik tipdagi noklassik masalalarga oid уangi 

natijalar olish ko‘zda tutilgan. 

Tadqiqot obуekt va predmeti: Ushbu magistrlik dissertatsiуasining 

tadqiqod obуekti parabolik tipdagi noklassik masalalar. 

Tadqiqot maqsadi va vazifalari: Ushbu magistrlik dissertatsiуasining 

maqsadi parabolik tenglama uchun bitta noklassik masalani o`rganish, уa’ni 

parabolik tipdagi nolakal masalalarga bag‘ishlangan. 

Tadqiqotning  ilmiу уangiligi: Magistirlik dissertatsiуasida qaralaуotgan 

mavzu bo‘уicha bir qancha уetuk matematiklar izlanishlar olib borgan . Ushbu 

ishda oldin o‘rganilmagan jaraуonlar o‘rganildi. Ya’ni oldin o‘rganilmagan masala 

o‘rganiladi. 

Tadqiqotning asosiy masalalari va farazlari: Tabiatdagi juda ko’p tabiiу 

jaraуonlarni matematik moddalari parabolik tenglama uchun chegarali masalalar 

orqali ifodalanadi. Jumladan muzning erish masalasi, havoning ifloslanishi, 

turlarning tarqalishi, bakteriуalarning tarqalishi, diffuziуa jaraуonlari, filtratsiуa 

jaraуonlari, o’simliklarning o’sish jaraуonlari, va inson organizmidagi hujaуralarda 

kislorod va moddalar almashinuvi jaraуonlarining matematik modellari parabolik 

tipdagi tenglamalarga keltiriladi. 

Masalaning qo‘уilishi.  ( , ) :0 ,0D x t x l t T      sohada 

( , ) ( , ),t xxu x t u x t  ( , )x t D      (1) 

tenglamaning 

( ,0) ( ),u x x  0 x l       (2) 

boshlang‘ich va chegaraviу 



 ( ,0)xu x x , 0 t T     (3) 

0( , ) ( , ),u l t u x tb=  0 t T     (4) 

shartlarni qanoatlantiruvchi echimi topilsin. 

Bu masalaning уechimi uchun aprior baholar olingan va noma’lum chegara 

xarakteri o‘rganilgan. 

Tadqiqot mavzusi bo‘yicha adabiyotlar sharhi(tahlili): Parabolik tipdagi 

tenglamalarning turli ko’rinishlari uchun lokal shartli masalalar juda ko‘plab 

avtorlar tomonidan o‘rganilgan. Bunday masalalar A.Fridman, Krujkov S.N., Ilin 

A.M, Salaxiddinov M.S va boshqa olimlar tomonidan o’rganilgan. Hozirgi kunda 

zamonaviу fanning уutuqlari, shu bilan birgalikda ishlab chiqarishning turli 

masalalari hamda fizika, mexanika, texnika, biologiуa, ekologiуa va sotsiologiуa 

kabi fanlarning juda ko‘plab muammolarining matematik modellari parabolik 

tipdagi tenglamalarning turli ko‘rinishlari uchun nolokal masalalarni o‘rganishni 

talab qilmoqda. Nolokal masalalar bilan hozirgi kunda Jo‘rayev T.J., Sopuyev 

A.O., Egamberdiyev U.O., Toxirov J.O., Qodirov F.E., To’rayev R.N. va boshqa 

avtorlar dunуoning turli mamlakatlarida juda ko‘plab ilmiу maktablar olimlari 

tomonidan ilmiу izlanishlar olib borilmoqda.  

Tadqiqotda qo‘llanilgan metodikaning tavsifi: Magistirlik 

dissertatsiуasida haqiqiу o‘zgaruvchili funksiуalar nazarуasi, funksional analiz va 

matematik fizika usullaridan biri-issiqlik tarqalish tenglamasini o‘zgaruvchilarni 

ajratib уechish usulidan foуdalaniladi. 

Tadqiqot natijalarining nazariy va amaliу ahamiуati: Magistirlik 

dissertatsiуasida olinadigan natijalar nazariу ahamiуatga ega bo‘lib, ulardan 

tabiatda uchraуdigan turli jabhalarning, ekologik jaraуonlarning matematik 

modellarini qurishda tadbiq etish mumkin. Shu bilan birga dissertatsiуa ishini 

differinsial tenglamalar va matematik fizika  tenglamalari  sohasida maxsus 

kurslarni o‘qishda foуdalanish mumkin. 



Ish tuzilmasining tavsifi: Mazkur magistrlik dissertatsiуasi kirish, 3 ta bob,  

xulosa  va foуdalanilgan adabiуotlar ro‘уhatidan iborat bo‘lib, 60 betni tashkil 

etgan 

 Xulosa va takliflarning qisqacha umumlashtirilgan ifodasi: Magistirlik  

ishining kirish qismida asosiу belgilash, shu sohada qilingan ishlar haqida qisqacha 

ma’lumot va olingan natijalar baуon qilinadi. Asosiу qismida esa, olingan natijalar 

to‘laligicha keltiriladi. 

Dissertatsiуaning birinchi bobda boshlang‘ich tushunchalar va masalaning 

qo‘уilishiga bag‘ishlangan bo‘lib, unda nolakal va birinchi chegaraviу masalaning 

qo‘уilishi, keltirilgan. 

Dissertatsiуaning ikkinchi bobi parabolik tenglamalar va ularni уechish 

usullariga bag’ishlangan. Bu bobda parabolik tipdagi tenglamalar uchun 

ekstremum prinsipi, oddiу qatlam va ikkilangan qatlam potensiallari, masala 

уechimining mavjudligi va уagonaligi o‘rganilgan. 

Magistrlik dissertatsiуasining uchinchi bobi parabolik tenglama uchun 

noklassik masalani o‘rganishga bag‘ishlangan. Unda parabolik tipdagi noklassik 

masala уechimining уagonaligi va mavjudligi o‘rganilgan. Qaralaуotgan masala 

qo‘уilgan va masala уechimi uchun aprior baho olingan. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



I BOB. XUSUSIY HOSILALI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR UCHUN 

MASALALAR. 

 

Ushbu bobda xususiy hosilali differensial tenglamalar  nazariyasining asosiy 

fundamental tushunchalaridan biri ko‘p o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli 

tenglamalarni turlarga ajratish o‘rganilgan. Shu bilan birga issiqlik tarqalish 

tenglamalari uchun boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi keltirilgan. 

Shuni ta’kidlashimiz kerakki, boshlang‘ich-chegaraviy masalaning qo‘yilishi 

matematik  fizika  tenglamalari  fanining  klassik masalaridan biri  bo‘lib, unda  

muhim ahamiyat kasb etadi. 

 

1.1-§. Matematik modellar haqida umumiy ma’lumotlar 

 Qattiq jism (𝑥, 𝑦, 𝑧) nuqtaning 𝑡 vaqtdagi harorati 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) bo’lsin. Agar 

qattiq jismning turli qismlarining harorati turlicha bo’lsa, u holda qaralayotgan  

qattiq jismda ko’proq isigan qismidan kamroq isigan qismiga tomon issiqlik 

harakati sodir bo’ladi. Issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chiqarish Fur’e 

qonuniga asoslanadi. Bunga ko’ra ∆𝑆 sirtdan ∆𝑡 vaqtda o’tuvchi ∆𝑄 issiqlik 

miqdori quyidagi formula bilan aniqlanadi: 

                                                     ∆𝑄 = −𝑘
𝜕𝓊

𝜕Ν
  ∆𝑆∆𝑡,                                               (1.1) 

Bu yerda  𝑘 − issiqlik o’tkazuvchanlik koeffisiyenti , 
𝜕𝓊

𝜕Ν
  esa ∆𝑆 sirtga o’tkazilgan 

Ν normal  bo’yicha olingan hosila, u quyidagi formula bilan aniqlanadi: 

𝜕𝓊

𝜕Ν
=

𝜕𝓊

𝜕𝓍
 cos(Ν, 𝑥) + 

𝜕𝓊

𝜕𝓎
 cos(Ν, 𝑦) +

𝜕𝓊

𝜕𝓏
 cos(Ν, 𝑧) = (𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢, Ν) , 

Ya’ni normal bo’yicha olingan hosila ikkita 

N = 𝒾 cos α + 𝒿 cos β + 𝓀 cos γ 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑢 = ∇𝑢 = 𝒾
𝜕𝓊

𝜕𝓍
 + 𝒿 

𝜕𝓊

𝜕𝓎
 + 𝓀

𝜕𝓊

𝜕𝓏
 



vektorlarning skalyar ko’paytmasiga teng. 

         Bu yerda 𝑖, 𝑗, 𝑘 −koordinata o’qlarining yo’naltiruvchi birlik vektorlari,𝛼, 𝛽, 𝛾 

esa N normal bilan mos ravishda 𝑂𝑦, 𝑂𝑥, 𝑂𝑧 o’qlar orasidagi burchak. 

        Yuqorida keltirilgan (1.1) formuladagi minus ishora issiqlikning jismning 

ko’proq isigan nuqtasidan kamroq isigan qismiga issiqlik harakatini bildiradi. 

        Endi faraz qilaylik, qaralayotga jism izotrop jism bo’lsin, ya’ni jismning 

issiqlik  o’tkazuvchanlik koeffisienti 𝑘 faqat (𝑥, 𝑦, 𝑧)  nuqtaga bog’liq, 𝑢 ga va  
𝜕𝓊

𝜕Ν
 

ga bog’liq emas. 

        Agar qattiq jism anizatrop bo’lsa, u holda  

𝑘 = 𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑁, 𝑢,
𝜕𝓊

𝜕Ν
) 

bo’ladi. 

        Issiqlik tarqalish tenglamasini keltirib chiqarish uchun qattiq jismdan (𝑧, 𝑦, 𝑧) 

nuqtani o’z ichiga olgan yetarlicha kichik  ixtiyoriy 𝑉 parallelepiped ajratib 

olamiz, ya’ni 

𝑉 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑥 < 𝜉 < 𝑥 + Δ𝑥, 𝑦 < 𝜂 < 𝑦 + Δ𝑦, 𝑧 < 𝜁 < 𝑧 + Δ𝑧} 



        

 

Endi 𝑉 parallelepiped uchun issiqlik  balansini tuzaylik. Parallelepipedning  𝜉 = 𝑥  

yuzasi orqali Δ𝑡 vaqtda o’tgan issiqlik miqdori (1) formulaga ko’ra 

                                       𝑄𝑥 = −𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)

𝜕𝑥
Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑡.  

Parallelepipedning 𝜉 = 𝑥 + Δ𝑥 yuzasidan o’tayotgan issiqlik miqdori esa 

             𝑄𝑥+Δ𝑥 = −𝑘(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑢(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑡 

ga teng. U holda 𝑉 hajmda 𝑂𝑥 o’qi bo’yicha qolgan issiqlik miqdori 

            Δ𝑄𝑥 =  𝑄𝑥 − 𝑄𝑥+Δ𝑥 = Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑡 × (𝑘(𝑥 + Δ𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑢(𝑥+Δ𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)

𝜕𝑥
−

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
 (𝑘(𝑥′, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑢(𝑥′,𝑦,𝑧,𝑡)

𝜕𝑥
) ∆xΔ𝑦Δ𝑧Δ𝑡 , 𝑥′ ∈ (𝑥, 𝑥 + Δ𝑥) 

        Xuddi shu kabi 𝑉 parallelepipedning qolgan yoqlari bo’yicha issiqlik miqdori 

                     ∆𝑄𝑦 =
𝜕

𝜕𝑦
(𝑘(𝑥, 𝑦′, 𝑧)

𝜕𝑢(𝑥,𝑦′,𝑧,𝑡)

𝜕𝑦
) Δ𝑦∆𝑥Δ𝑧Δ𝑡 , 𝑦′ ∈ (𝑦, 𝑦 + Δ𝑦) 



                     ∆𝑄𝑧 =
𝜕

𝜕𝑧
(𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧′, )

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧′, 𝑡)

𝜕𝑧
) Δ𝑦∆𝑥Δ𝑧Δ𝑡 ,

𝑧′ ∈ (𝑧, 𝑧 + Δ𝑧) 

          U holda 𝑉 hajmda Δ𝑡 vaqtda  oqayotgan umumiy  issiqlik miqdori  

=  ∆𝑄𝑥 + ∆𝑄𝑦 + ∆𝑄𝑧 = 

                             { 
𝜕

𝜕𝑥
 (𝑘(𝑥′, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑢(𝑥′,𝑦,𝑧,𝑡)

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘(𝑥, 𝑦′, 𝑧)

𝜕𝑢(𝑥,𝑦′,𝑧,𝑡)

𝜕𝑦
) +

                         
𝜕

𝜕𝑧
(𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧′, )

𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑧′,𝑡)

𝜕𝑧
) } ∆x Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑡,                                      (1.2) 

formula bilan aniqlanadi. 

         Faraz qilaylik, qaralayotgan  V parallelepipedning ichida issiqlik manbalari 

bo’lsin. Parallelepipeddagi issiqlik manbalarining zichligi  𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) bo’lsin, 

ya’ni 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) funksiya Δ𝑡 vaqt ichida  ∆𝑉 hajmdan ajralib chiqqan yoki unga 

singib ketgan issiqlik miqdori 

                           𝑄2 =  𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)∆𝑥 Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑡,                                                    (1.3) 

bo’ladi. 

 Qaralayotgan qattiq jismning Δ𝑡 vaqtdagi haroratini o’lchash uchun ∆𝑡𝑢  

sarflangan issiqlik miqdori  

          𝑄3 = ∆𝑡𝑢 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧, ) 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)Δ𝑥Δ𝑦Δ𝑧

= [𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 + ∆𝑡) −  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)]𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)∆𝑥 Δ𝑦Δ𝑧. 

Bu yerda 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) qattiq jismning , 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) esa uning solishtirma issiqlik sig’imi 

bo’lib, ularni argumentlarining uzluksiz funksiyasi deb hisoblaymiz.Lagranj 

teoremasiga asosan sarf qilingan issiqlik miqdori uchun quyidagi 

           𝑄3 =
𝜕𝑢(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡′)

𝜕𝑡
  ∆𝑡 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)∆𝑥 Δ𝑦Δ𝑧,                                      (1.4) 

Ifodani olamiz. Bu yerda  𝑡′ ∈ (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡).  

   Endi 𝑉 hajm uchun issiqlik balansi tenglamasini tuzamiz. Ma’lumki 



  𝑄3 = 𝑄1 + 𝑄2 , u holda (2)-(4) ifodalardan   

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡′)

𝜕𝑡
  ∆𝑡 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)∆𝑥 Δ𝑦Δ𝑧

= { 
𝜕

𝜕𝑥
 (𝑘(𝑥′, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑢(𝑥′, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘(𝑥, 𝑦′, 𝑧)

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦′, 𝑧, 𝑡)

𝜕𝑦
)

+                         
𝜕

𝜕𝑧
(𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧′, )

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧′, 𝑡)

𝜕𝑧
) } ∆x Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑡

+ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)∆𝑥 Δ𝑦Δ𝑧Δ𝑡. 

kelib chiqadi. Oxirgi  ifodani ∆x ΔyΔzΔt ≠ 0 ga qisqartirib so’ngra ∆x → 0, ∆y →

0, ∆z → 0 va ∆t → 0 limitga o’tsak, ushbu  

c(x, y, z)p(x, y, z)
∂u(x, y, z, t′)

∂t
= 

∂

∂x
 (k(x, y, z)

∂u(x, y, z, t)

∂x
) +

∂

∂y
(k(x, y, z)

∂u(x, y, z, t)

∂y
) + 

   
∂

∂z
(k(x, y, z)

∂u(x, y, z, t)

∂z
) + F(x, y, z, t) = div(k grad u) + 

+F(x, y, z, t),                                                                                                        (1.5) 

Tenglama hosil bo’ladi. Bunda vektor funksiyaning  divergentsiyasini quyidagicha 

tushuniladi: 

        Agar  𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)) bo’lsa, u holda  

                                        𝑑𝑖𝑣 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
+

𝜕𝑅

𝜕𝑧
   

 bo’ladi. 

        Oxirgi (1.5) tenglama bir jinsli bo’lmagan izotrop qattiq jismning issiqlik 

o’tkazuvchanlik tenglamasi deyiladi . 

   Agar qattiq jism bir jinsli , ya’ni  

𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,   𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ,   



bo’lsa, u holda 

div(k grad u) = 𝑘 [
𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑧
(

𝜕𝑢

𝜕𝑧
) ] = 𝑘 = (𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧)

= 𝑘 ∆𝑢. 

bo’ladi. U holda (1.5) tenglama quyidagi  

𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧) + 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)  

Ko’rinishga keladi, bu yerda    𝑎2 =
𝑘

𝑐𝑝
 , 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =

𝐹(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)

𝑐𝑝
 .  

  Agar qaralayotgan bir jinsli qattiq jismda tashqi issiqlik manbalari bo’lmasa , 

ya’ni 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ≡ 0 bo’lsa , u holda (1.5) tenglamadan ushbu 

                        𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧)                  

bir jinsli issiqlik tarqalish tenglamasini olamiz. 

Agar u harorat faqat  𝑥, 𝑦, 𝑡 koordinatalarga bog’liq bo’lsa u holda bir jinsli yupqa 

plastinkada issiqlik tarqalish tenglamasiga ega bo’lamiz (1.5) tenglama quyidagi 

𝑢𝑡 = 𝑎2(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡), 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) 

ko’rinishiga keladi. 

       O’lchamlari chiziqli bo’lgan jismlar uchun, masalan sterjenda issiqlik tarqalish 

tenglamasi   

𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡),     𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) 

ko’rinishda bo’ladi. 

 

1.2-§. Parabolik tenglamalar uchun boshlang‘ich va chegaraviy masalalarning 

qо‘yilishi. 

 



Qattiq jismning ixtiyoriy vaqtdagi haroratni aniqlash uchun xususiy hosilali 

defferensiyal tenglamaning o’zi yetarli bo’lmaydi. Buning uchun masalaning  fizik 

xossasiga asosan jism ichida boshlang’ich vaqtdagi haroratning taqsimlanishi 

(boshlang’ich shart)ni va jismning sirtida issiqlik rejimi (chegaraviy shartlar)ni 

bilish zarur. 

       Chegaraviy shartlar qattiq jism sirtidagi haroratga qarab turlicha berilishi 

mumkin. 

1) Agar qattiq jism sirtining har bir nuqtasida bir xil harorat 

saqlanayotgan bo’lsa, u holda chegaraviy shart  

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|𝑠 = 𝜇1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),       (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)  ∈ 𝑆, 𝑡 ≥ 0,          (1.6) 

ko’rinishda beriladi. 

        Bu yerda S qattiq jismning sirti  𝜇1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),  esa S sirtda berilgan funktsiya. 

2) Qattiq jismning S sirtida issiqlik berilgan bo’lsin, ya’ni ∆𝑡 vaqtda 

qattiq jismning ∆𝑆 sirti yuzasidan o’tuvchi issiqlik miqdori berilsa, u holda Fure 

qonuniga asosan (1.1) formuladan quyidagi  

𝑞 =  
q

∆𝑆 ∆𝑡
=  − 𝑘 

∂u

∂𝑁
 . 

formula o’rinli bo’ladi. Bunda ushbu chegaraviy shart 

          
∂u

∂𝑁
= 𝜇2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =  −

𝑞(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)𝜕𝑢

𝑘(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)𝜕𝑢
, (𝑥, 𝑦, 𝑧, ) ∈ 𝑆, 𝑡 ≥ 0,         (1.7) 

Kelib chiqadi. 𝜇2 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ) − berilgan funktsiya. 

3) Qattiq jism sirtida atrof muhit bilan issiqlik almashinishi sodir 

bo’layotgan bo’lsa,  Nyuton qonuniga asosan ∆𝑡 vaqtda qattiq jismning ∆𝑆 sirtidan 

atrof muhitga chiqayotgan issiqlik miqdori qattiq jism sirtining haroratidan atrof 

muhit haroratining ayrimasiga proporsional bo’ladi, ya’ni  

𝑞 = 𝐻(𝑢 − 𝑢0), 



Bu yerda 𝐻 issiqlik almashish koeffisienti bo’lib, 𝑢 − 𝑢0 ayrimaga bog’liq. 

Energiyani saqlanish qonuniga ko’ra bu issiqlik miqdori Fur’e qonuni bilan 

aniqlangan issiqlik miqdoriga  

𝑞 = − 𝑘 
∂u

∂𝑁
 

teng bo’ladi. 

        U holda 𝑆 sirtda ushbu chegaraviy shartni 

𝑘 
∂u

∂𝑁
= 𝐻(𝑢 − 𝑢0) , 

Olamiz, yoki ℎ = 𝐻/𝑘 deb almashtirib, 𝑆 da quyidagi  

∂u

∂𝑁
+ ℎ𝑢 = ℎ𝑢0 

chegaraviy shartni olamiz. 

       Bundan izotrop qattiq jism uchun chegaraviy shartni quyidagi ko’rinishda  

          (
𝜕𝑢

𝜕𝑁
+ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝑢)|𝑆 = 𝜇3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ,         (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  𝑆 , 𝑡 ≥ 0.           (1.8)    

yozishimiz mumkin. 

        Shunday qilib, izotrop qattiq jismda issiqlik tarqalish tenglamasi ushun 

boshlang’ich chegaraviy masalalar quyidagicha qo’yiladi:  

Birinchi   chegaraviy   masala. 

   Issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasini ushbu  

𝐺 = 𝐷 × (0, 𝑇) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅3,   𝑡 ∈ (0, 𝑇)}  

Silindrik sohada aniqlangan , uzluksiz quyidagi boshlang’ich  

                           𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧),    (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,   

va  

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|𝑆 = 𝜇1(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡),    (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝑆,   𝑡 ≥ 0, 



chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) yechimi topilsin. 

Ikkinchi   chegaraviy    masala. 

Issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasining 𝐺 = 𝐷 × (0, 𝑇) silindrik sohada 

aniqlangan, uzluksiz quyidagi boshlang’ich  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|𝑡=0 =

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧),    (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,   

 va   

 
∂u

∂𝑁
|S = 𝜇2(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =  −

𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)

𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧)
, (𝑥, 𝑦, 𝑧, ) ∈ 𝑆, 𝑡 ≥ 0,     

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) yechimi topilsin. 

       UCHINCHI  CHEGARAVIY   MASALA. 

        Issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasining   

𝐺 = 𝐷 × (0, 𝑇) = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅3,   𝑡 ∈ (0, 𝑇)} 

silindrik sohada aniqlangan, uzluksiz quyidagi boshlang’ich  

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧),    (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,   

va 

 (
𝜕𝑢

𝜕𝑁
+ ℎ(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)𝑢)|𝑆 = 𝜓3(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ,         (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈  𝑆 , 𝑡 ≥ 0, 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) yechimi topilsin. 

       Yuqoridagi keltirilgan masalalar issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi, ya’ni 

parabolik tipdagi tenglamalar uchun 𝑏𝑜𝑠ℎ𝑙𝑎𝑛𝑔′𝑖𝑐ℎ − 𝑐ℎ𝑒𝑔𝑎𝑟𝑎𝑣𝑖𝑦 𝑚𝑎𝑠𝑎𝑙𝑎𝑙𝑎𝑟 

deyiladi. 

 

1.3-§. Ekstremum prinsipi va yagonalik teoremasi. 

 



Endi parabolik tipdagi tenglamalar issiqlik tarqalishi va diffuziya 

hodisalarini o’rganishda eng ko’p uchraydigan, asosan, parabolik tenglamalarning 

eng sodda vakili bo’lgan-sterjenda issiqlik tarqalishi tenglamasi 

 2 ( , )tt xxu a u f x t= +  (1.9) 

misolida parabolik tipdagi tenglamalar uchun quyiladigan masalalar va ulardan 

birinchi chegaraviy masalaning mavjudligi va yagonaligini keltiramiz. Parabolik 

tipdagi tenglamalar uchun qo’yilgan chegaraviy masalalar va ularni echish 

usullarini [7; 152-160, 8; 143-152, 9; 400-407, 10; 208-213, 18; 3-141, 16; 329-

346] adabiyotlardan ko’rish mumkin. 

Birinchi chegaraviy masalaning qo’yilishi.  

Berilgan {0 , 0 }Q x l t T< < < £  sohada (1.9) tenglamaning 

 0| ( ) (0 )tu x x lj= = £ £  (1.10) 

boshlang’ich va 

 0 1 2| ( ), | ( ), (0 )x x lu t u t t Tm m= == = £ £  (1.11) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiradigan yechimi topilsin. Bu yerda l  uchi 

koordinat boshida bo’lgan sterjenining uzunligini, T  esa Shu fizik jarayonni 

o’rganish qancha vaqt davom etishini bildiradi, ( )xj , 1( )tm , 2( )tm  lar ko’rsatilgan 

sohalarda berilgan funksiyalar. 

Biz izlanayotgan ( , )u x t  yechimni Q  yopik sohada uzluksiz funksiya deb 

faraz qilamiz va Shuning uchun berilgan ( , )f x t , ( )tj , 1( )tm , 2( )tm  funksiyalarni 

uzluksizligini va demak, 1(0) (0)j m= , 2( ) (0)lj m=  bo’lishini talab qilamiz. 

Agar (1.9)-(1.11) masalada (1.11) chegaraviy shart o’rniga 

 0 1 2| ( ), | ( )x x x x lu t u tm m= == =  (1.12) 

shartlar berilgan bo’lsa, masala ikkinchi chegaraviy masala, yoki (1.11) shartlar 

o’rniga 

 1 2

0

( ), ( ),
x x l

u u
u t u t

x x
a b m g d m

= =

æ ö æ ö¶ ¶÷ ÷ç ç+ = + =÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø¶ ¶
 (1.13) 



chegaraviy shartlar berilgan bo’lsa, masala uchinchi chegaraviy masala deyiladi. 

Umuman 0x =  va x l=  da beriladigan shartlarni turli kombinatsiyalarini olish 

hisobiga chegaraviy masalalar sonini ancha ko’paytirish mumkin. 

Qaralayotgan Q  to’rtburchakning 0t = , 0x =  va x l=  chiziqlar ustida 

yotgan chegaralari yig’indisini Г  deb belgilaymiz. 

Endi birinchi chegaraviy masalaning yagonaligi va mavjudligi masalasi bilan 

Shug’ullanamiz. Buning uchun parabolik tenglamalar uchun ekstremum prinsipi va 

undan kelib chiqadigan ba’zi bir xossalarni qaraymiz. 

Teorema 1.1 (Ekstremum prinsipi). Yopik Q  sohada uzluksiz bo’lgan va Q  

soha ichida bir jinsli  

 2

t xxu a u=  (1.14) 

tenglamani qanoatlantiradigan ( , )u x t  funksiya o’zining eng katta va eng kichik 

qiymatlariga Г  chiziq ustida erishadi. 

I s b o t. Faraz qilaylik, ( , )u x t  funksiyaning Q  to’rtburchak 

{0 , 0 }x l t T< < < £  dagi eng katta qiymati M , Г  chiziq ustidagi eng katta 

qiymati esa m  bo’lsin va ekstremum prinsipida aytilgan tasdiq o’rinli bo’lmasin. 

Bu degani Shunday ( , )x t  ichki nuqta topilsinki, bu nuqtada M m>  bo’lsin 

deganidir.  Quyidagi yordamchi  

 ( , ) ( , ) ( )
2

M m
x t u x t t t

T
u

-
= + -  

funksiyani qaraylik. Q  to’rtburchakning Г  chegarasida (ya’ni 0, 0t x= =  va 

x l=  da)  

 ( , )
2 2

M m M m
x t m Mu

- +
£ + = <  

bo’lishini ko’rish qiyin emas. Shu bilan birga  

( , ) ( , ) .x t u x t Mu = =  

Demak, yordamchi ( , )x tu  funksiya ham, ( , )u x t  kabi o’zining eng katta 

qiymatiga Г  da erishmaydi. 



Shunday ekan, faraz qilaylik ( , )x tu  funksiya o’zining eng katta qiymatiga 

birorta ichki ( )1 1,x t  ( )1 10 , 0x l t T< < < <  nuqtada erishsin.  U holda, matematik 

analiz kursidan ma’lumki, Shu nuqtada 

∂2v

∂x1
2 ≤ 0,       

∂v

∂t1
≥ 0 

 

(t1 < 𝑇)  bо’lsa, 
𝜕𝑣

𝜕𝑡1
= 0;  t1 = T  bо’lsa, 

𝜕𝑢

𝜕𝑡1
≥ 0 

  

munosabatlar o’rinli buladi. Demak, 1 1( , )x t  nuqtada 

 2 0t xxau u- ³  (1.15) 

tengsizlik bajariladi. Ikkinchi tomondan 

 2 2 0
2 2

t xx t xx

M m M m
a u a u

T T
u u

- -
- = - - = - <  

bo’lishi kerak. Bu esa (1.15) ga zid. Demak, M m>  bo’ladigan nuqta topiladi deb 

qilgan farazimiz noto’g’ri va eng katta qiymat uchun prinsip isbotlandi. Eng kichik 

qiymat uchun ham xuddi Shunday isbotlanadi. 

 Teorema 1.1 isbotlandi. 

 Endi ekstremum prinsipidan kelib chiqadigan va chegaraviy masalalarni 

yechishda ko’p qo’llaniladigan  ba’zi bir xossalarni isbotsiz keltiramiz [9; 408-415, 

16; 329-346, 23; 1233-1257]. 

1-xossa. Agar ( , )u x t funksiya issiqlik tarqalish tenglamasining yechimi 

bo’lib, yopiq Q sohada eng katta (eng kichik) qiymatiga ega bo’lsa, u holda bu 

funksiya  Q  sohada o’zgarmasdir. 

2-xossa. Agar ( , )u x t funksiya issiqlik tarqalish tenglamasining yechimi 

bo’lsa, u holda ( , )x t Q   uchun quyidagi tengsizliklar o’rinli: 

1) min ( , ) ( , ) max ( , );u x t u x t u x t
 

    

 



2) | ( , ) | max | ( , ) | .u x t u x t


   

3-xossa. Faraz qilaylik ( , )u x t  funksiya issiqlik tarqalish tenglamasining 

yechimi bo’lsin. Agar ( , )x t   uchun ( , ) 0( 0)u x t   bo’lsa, u holda ( , )x t Q   

uchun ( , ) 0( 0)u x t    o’rinli bo’ladi. 

 Isbotlangan ekstremum prinsipidan foydalanib (1)-(3) birinchi chegaraviy 

masala yechimining yagonaligini isbotlaymiz. 

Teorema 1.2. Agar (1.9)-(1.11) masalaning yechimi mavjud bo’lsa u 

yagonadir. 

Isbot.  Haqiqatan ham, agar yechim ikkita 1u  va 2u  desak, ularning ayirmasi 

1 2u u u= -  bir jinsli (1.14) tenglamani qanoatlantiradi va biz quyidagi masalaga 

kelamiz. 

Berilgan {0 , 0 }Q x l t T< < < £  sohada (1.1.4) tenglamaning 

 0| 0 (0 )tu x l= = £ £  (1.16) 

boshlang’ich va 

 
0| 0, | 0, (0 )x lu u t Tx= == = £ £  (1.17) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.  

U holda ekstremum prinsipiga binoan ( , )u x t  funksiyaning Q  sohadagi eng 

katta qiymati ham, eng kichik qiymati ham nolga teng, demak  0u º  yoki 1 2u u= . 

Teorema 1.10 isbotlandi. 

Endi isbotlangan ekstremum prinsipidan foydalanib (1.1)-(1.3) birinchi 

chegaraviy masala yechimining turg’unligini olamiz. 

Teorema 1.3. Agar (1.9)-(1.11) masalaning yechimi 1( , ), ( ), ( )f x t x t   va 

2 ( )t funksiyalarga uzluksiz bog’liq bo’ladi. 

Isbot. Faraz qilaylik, 1( , )u x t  funksiya (1.9)-(1.11) masalaning 

1( , ), ( ), ( )f x t x t   va 2 ( )t  funksiyalarga bog’liq bo’lgan yechimi, 2 ( , )u x t  

funksiya (1.9)-(1.11) masalaning * * *

1( , ), ( ), ( )f x t x t   va *

2( )t  funksiyalarga 

bog’liq bo’lgan yechimi bo’lsin. Berilgan funksiyalar uchun  



*| ( , ) ( , ) | ; ( , ) ;f x t f x t x t Q     

*| ( ) ( ) | ; 0 ;x x x l       

*| ( ) ( ) | ; 1,2, 0 .i it t i t T        

Tengsizliklar bajarilsin. U holda ( , )x t Q   uchun ekstremum prinsipidan kelib 

chiqqan 2-xossaga ko’ra  

 *

1 2 1 2| ( , ) ( , ) | max | ( , ) ( , ) | max max | ( , ) ( , ) |,
Q

u x t u x t u x t u x t f x t f x t


      

* *

[0, ] [0, ]
max | ( ) ( ) |,max | ( ) ( ) |i i
x l t T

x x t t   
 

  . 

bo’ladi. Bundan Q  sohada 1 2| ( , ) ( , ) |u x t u x t    tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik 

(1.9)-(1.11) masalaning turg’un ekanligini isbotlaydi. 

Teorema 1.11. isbotlandi. 

  



I bob bo’yicha hulosalar. 

Ushbu bobda, issiqlik tarqalish tenglmalarini keltirib chiqarish, ekstremum 

prinspi va chegaraviy masalalarni yechishda ko’p qo’llaniladigan ba’zi bir 

xossalar, teoremalar  ularning  mavjudlik va yagonaligi isbotlari, qattiq jism va 

izotrop jismda iisiqlikning tarqalish tenglamasi, parabolik tipdagi tenglamalar 

issiqlik tarqalishi va diffuziya hodisalarini o’rganishda eng ko’p uchraydigan, 

asosan, parabolik tenglamalarning eng sodda vakili bo’lgan sterjenda issiqlik 

tarqalishi tenglamasi keltirilgan. 

Ushbu bobda, xususiy hosilali differensial tenglamalar  nazariyasining 

asosiy fundamental tushunchalaridan biri ko‘p o‘zgaruvchili ikkinchi tartibli 

tenglamalarni turlarga ajratish o‘rganilgan. Shu bilan birga issiqlik tarqalish 

tenglamalari uchun boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi keltirilgan. 

Shuni ta’kidlashimiz kerakki, boshlang‘ich-chegaraviy masalaning qo‘yilishi 

matematik  fizika  tenglamalari  fanining  klassik masalaridan biri  bo‘lib, unda  

muhim ahamiyat kasb etadi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



II BOB. CHEGARAVIY MASALARNI YECHISH USULLARI TAHLILI 

 

2.1-§. Parabolik tenglamalar uchun Grin funksiyasi va xossalari 

  

Magistirlik dissertatsiya ishining ushbu paragrafida issiqlik tarqalish 

tenglamasi uchun qo‘yilgan birinchi chegaraviy masalaning Grin funksiyasi va 

xossalari o‘rganilgan. 

Ushbu tenglikka umumlashgan Grin formulasi deyiladi.

 

 

Grin formulasi soha bo‘yicha olingan integralni chegara bo‘yicha olingan 

integralga o‘tkazib beradi. 

Eng sodda Grin formulasi quyidagicha 

 

Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun chegarasi  Г  sirtdan iborat bo‘lgan biror  

D sohada birinchi chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deb  

tenglamani va 

1)   

2)  

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topishga aytiladi. 

Birinchi tenglama uchun Grin formulasidan foydalanib (1.3.1)-(1.3.2) 

masala yechimining integral ifodasini keltirib chiqaramiz. Quyidagi operatorni 

qaraylik. 

                                                                                             (2.1) 

 operator  ℒ(𝑢)  operatorga qo‘shma operator hisoblanadi. PABQ sohada 

   1

1

... ... ... cos ,
n

n i i

i

vLu uMv dx dx P v x dÃ
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M v a
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ixtiyoriy   yetarli marta differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. 

Bu funksiyalar  ushbu ayniyatlar uchun o‘rinli. 

                                                        (2.2) 

                       

 

 

(2.2) ayniyatga Grin formulasini qo‘llaymiz. Natijada quyidagi ifoda hosil bo‘ladi. 

                                        (2.3) 

Bu ifodaning o‘ng tomoni PABQ yopiq kontur bo‘yicha olingan integralni 

anglatadi. 

Agar  (2.3) formuladagi   va  bo‘lsa, u holda  (2.3) ifoda 

ushbu  

 

ko‘rinishga keladi. Endi bu integralni D sohaning PA, AB, BQ, PQ  chegaralari 

bo‘yicha yoyib chiqamiz. 

 

Natijada  

 , ( , )x t va x t 

2( ) ( ) ( ) ( )x x x tL M a         

2 2 2( ) ( )xx t x x x x tL a a a            

2 2 2( ) ( )xx t x x x x tM a a a            

  2( ) ( ) ( )x x x tL M a         

  2( ) ( ) ( )
D D

L M dxdt dx a dt
x


     



 
    

 

( ) 0L   ( ) 0M  

2 0
PABQ

dx a dt
x x

 
  
    

       


   

   

 

2 2

2 2

2 0

x x x x
PABQ PQ

x x x x
AB BQ

x x
AP

dx a dt dx a dt

dx a dt dx a dt

dx a dt

     

     

  

            

            

     

 

 





                                (2.4) 

hosil bo‘ladi. Faraz qilaylik,  funksiya   tenglamaning biror yechimi 

va  

 

issiqlik tarqalish tenglamasining fundamental yechimi bo‘lsin. 

Agar  va    deb olsak, u holda  (2.4) 

ifoda quyidagi  

 

ko‘rinishga keladi. 

  funksiya  tenglamani x,t o‘zgaruvchilari bo‘yicha va 

unga qo‘shma bo‘lgan  tenglamani    o‘zgaruvchilari bo‘yicha 

qanoatlantiradi. 
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ekanligini e’tiborga olsak,    bo‘ladi. Xuddi shunday  

ekanligini ko‘rishimiz mumkin. 

Faraz qilaylik,  va  nuqtalar D sohaning ichidan olingan 

biror fiksirlangan nuqtalari bo‘lsin. Bu yerda  son  funksiyaning 

qiymatini     nuqtada aniqlaymiz.   nuqta orqali PQ xarakteristika 

o‘tkazamiz va (2.3)  formuladagi x ni  ga, t ni   ga almashtiramiz. Belgilash 

kiritamiz 

                                   (2.5)                  

deb olamiz. Natijada  (2.3) formuladan quyidagiga ega bo‘lamiz. 

                                 (2.6) 

  va    funksiyalarning  sohada  parametr bo‘yicha 

uzluksizligidan  limitga o‘tamiz. Unda  

                                                             (2.7) 

hosil bo‘ladi. Belgilash kiritamiz. 

,            ,                   
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Agar  nuqta  xarakteristikada yotsa quyidagi asosiy integralni 

olamiz. 

                      (2.8) 

 

 

Bu yerda  (2.8) ifoda issiqlik tarqalish tenglamasi ixtiyoriy yechimining 

integral ifodasi bo‘ladi. (2.8) ifodani umumiyroq ko‘rinishda yana bir marotaba 

yozamiz. 

             (2.8′) 

Oxirgi formulalar issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun qo‘yilgan 

chegaraviy masalaning yechimi bo‘la olmaydi. Chunki  va  egri chiziqlar  
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  va   qiymatlarini bilishimiz kerak. Faraz qilaylik,  funksiya  

  qo‘shma tenglamaning   da  shartni qanoatlantiruvchi biror 

yechimi bo‘lsin.  sohada    va   funksiyalarga (2.2) formulani 

qo‘llaymiz. Natijada   

                                               (2.9) 

hosil bo‘ladi.  

Endi (2.8) formuladan  (2.9) ifodani ayiramiz va quyidagi  

                             (2.10) 

ifodani olamiz. Bu yerda  

                                                                             (2.11) 

Agar   funksiyani quyidagicha   

 

deb  tanlasak, u holda   funksiya uchun ushbu ko‘rinishdagi  

     (2.12) 

ifodaga ega bo‘lamiz.  

Bu formula issiqlik tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy 

masalaning yechimini beradi. Bu yerda   funksiya  (2.11) formula orqali 

aniqlanadi.  

 funksiya quyidagi xossalarga ega: 

1.  funksiya    sohada aniqlangan va ixtiyoriy  uchun 

 qo‘shma tenglamani qanoatantiradi. 

( , )u x t
u
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( ) 0M v 



2.   shartni qanoatlantiradi. 

3.  

yuqorida keltirilgan xossalarga ko‘ra   funksiya   va   parametrlarga 

bog‘liq bo‘ladi, ya’ni   

 

Bu funksiyani aniqlash uchun (1.3.1)-(1.3.2) masalaga qo‘shma bo‘lgan quyidagi 

masalani yechimi topishimiz zarur. 

Qo‘shma masala.  tenglamaning quyidagi shartlarni 

qanoatlantiruvchi yechimi topilsin. 

1.  funksiya   ixtiyoriy  uchun   qo‘shma 

tenglamani qanoatantiradi. 

2.   shartni qanoatlantiradi. 

3.  

Issiqlik tarqalish tenglamasi uchun chegarasi  sirtdan iborat bo‘lgan biror  

sohada birinchi chegaraviy masalaning  Grin funksiyasi deb  tenglamani 

va  2 va 3 shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topishga aytiladi.  

 

2.2-§. Tabiy jarayonlarning ba’zi modellari. 

Qattiq jismning ixtiyoriy vaqtdagi haroratni aniqlash uchun xususiy hosilali 

defferensiyal tenglamaning o’zi yetarli bo’lmaydi. Buning uchun masalaning  fizik 

xossasiga asosan jism ichida boshlang’ich vaqtdagi haroratning taqsimlanishi 

(boshlang’ich shart)ni va jismning sirtida issiqlik rejimi (chegaraviy shartlar)ni 

bilish zarur. 

       Chegaraviy shartlar qattiq jism sirtidagi haroratga qarab turlicha berilishi 

mumkin. Biz bu paragrafda birinchi chegaraviy masalaning qo’yilishi, yechimining 

yagonaligi va mavjudligi keltiramiz. 

( , ) | 0tv    

0( , ) | ( , ) | ( , , , )PA BQv v G x t      

( , )v   x t

( , , , )v v x t  

( ) 0M v 

( , )v   ( , ) PABQ   ( ) 0M v 

( , ) | 0tv    

0( , ) | ( , ) | ( , , , )PA BQv v G x t      

Ã D

( ) 0M v 



Masalaning qo’yilishi.  

                           ,t xxu u     ,x t D                                                   (2.13) 

(2.13) tenglamaning   , :  0 ,  0D x t x l t T      sohada  

                               ,0 ,           0 ,u x x x l                                       (2.14) 

boshlang’ich va 

                          10, ,           0 ,u t t t T                                                (2.15) 

                        2, ,           0 ,u l t t t T                                                   (2.16) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping. 

Yechimning yagonaligi.  

Teorema: Agar (2.13)-(2.16)  masalaning  yechimi  mavjud  bo`lsa  u 

yagonadir. 

  Isbot: Faraz qilaylik (2.13)-(2.16) masalalar  2  ta  1 ,u x t  va  2 ,u x t  

yechimlarga ega bo`lsin. U holda (2.13) tenglama chiziqli bo`lganligi uchun  

     1 2, , ,v x t u x t u x t   

funksiya ham (2.13)-(2.16) masalaning yechimi bo`ladi va quyidagi masala o’rinli 

bo’ladi.                     

                ,t xxv v             ,x t D                                                        (2.17) 

                    ,0 0,           0 ,v x x l                                                     (2.18) 

                 0, 0,           0 ,v t t T                                                       (2.19) 

                    , 0,           0 ,v l t t T                                                   (2.20) 



 Ekstremum  prinsipiga  ko’ra  min ,
D

u x t  va  max ,
D

u x t  D  sohaning  chegarasida 

erishadi. Bir jinsli  (2.18)-(2.20)  shartlarga asosan D  sohaning chegarasida  ,v x t

funksiya nolga teng. Demak  ,x t D   uchun  , 0v x t   bo’ladi. Bundan 

   1 2, ,u x t u x t  ekanligi kelib chiqadi. 

 Yechimning mavjudligi. 

Faraz  qilaylik  ,u x t  (2.13)-(2.16)  masalaning  yechimi bo’lsin. (2.13) 

tenglamada ,   x t    almashtirish bajaramiz. 

0u u    

Hosil bo’lgan funksiyani Grin funksiyasiga ko’paytiramiz va unga qo’shma 

bo’lgan  

                                    
0G G                                                 (2.21) 

tenglmani esa  ,u    ga ko’paytirib quyida gi sistemani hosil qilamiz 

       

       

, , , , , , , , 0

, , , , , , , , 0

G x t u G x t u

G x t u G x t u

 

 

       

       

  


 
 

Bundan 0Gu uG Gu uG        tenglik hosil bo’ladi. Bu tenglikni 

quyidagi ko’rinishda yozib olamiz. 

                          
    0Gu uG Gu 

 

 
  

 
                                  (2.21) 

Biz berilgan tenglikni Divergent yechim yoki Divergent ko’rinish deb 

ataymiz. 

  , : 0 ,0l t             sohada  

                

    0Gu uG Gu d d



   
 



  
   

  
                                 (2.22) 



(2.19) ga Grin formulasini qo’llasak 

                            

  0Gud Gu uG d



  


   .                                       (2.24) 

Bu yerda   A A AB BB B A        . 

Endi (2.20) integralni hisoblab chiqsak  

       

       

1

0 0

2

0 0

         , , ,0 , ,0,

, , , , , , , 0

l t

t l

G x t d G x t d

G x t l d G x t t u t d









       

        





 

    

 

 

 

hosil bo’ladi.  

     

         

   

1

0 0

2

0

, , , ,0 , ,0,

                   , , , 0

l t

t

u x t G x t d G x t d

G x t l d





       

   

  

 

 



                     (2.25) 

(2.25) funksiya (2.13)-(2.16) masalaning yechimi bo’ladi. 

Teorema (mavjudlik). Agar     0, ,x C l        1 2,  0,t t C T    

 ,f x t C   
 

 0C  yopiq sohada uzluksiz bo’lsa (2.25) tenglik bilan aniqlangan 

 ,u x t  funksiya (2.13)-(2.16) tenglamaning yechimi bo’ladi. 

Isboti: (13) tenglikning o’ng tomondagi har bir qo’shiluvchini alohida 

o’rganamiz  

     1

0

, , , ,0

l

u x t G x t d     . 

1

0

0

xx t

xx

u u

G G

 


 
 



  
0

0

l

xx t xx tu u G G d      . 

Qolgan qo’shiluvchilar ham xuddi shunday isbotlanadi. Demak (2.25) 

tenglik  (2.13)-(2.16) masalaning yechimi bo’lar ekan. 

 

Masalaning qo’yilishi.  

                          ,t xxu u     ,x t D                                           (2.26) 

(2.26) tenglamaning   , :  0 ,  0D x t x l t T      sohada  

                     ,0 ,           0 ,u x x x l                                          (2.27) 

boshlang’ich va 

                     10, ,           0 ,xu t t t T                                         (2.28) 

                        2, ,           0 ,xu l t t t T                                        (2.29) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping. Bu masala 

   10 0'   va    2 0' l   shartlarni qanoatlantirsa masala to’la korrekt 

qo’yilgan masala bo’ladi. 

Yechimning yagonaligi.  

Teorema: Agar (1)-(4) masalaning yechimi mavjud bo`lsa u yagonadir. 

  Isbot: Faraz qilaylik (1)-(4) masalaning 2 ta  1 ,u x t  va  2 ,u x t  yechimlarga 

ega bo`lsin. U holda (1) tenglama chiziqli bo`lganligi uchun  

     1 2, , ,v x t u x t u x t   

funksiya ham (2.26)-(2.29) masalaning yechimi bo`ladi va quyidagi masala o’rinli 

bo’ladi. 



                       ,t xxv v         ,x t D                                                     (2.30) 

                      ,0 0,           0 ,v x x l                                                      (2.31) 

                         0, 0,           0 ,xv t t T                                                    (2.32) 

                           , 0,           0 ,xv l t t T                                                   (2.33) 

 Masala yechimi yagonaligini energiya integrali usulidan foydalanib 

ko’rsatamiz.  

    2 21
0

2
xx t x xv v v vv v v

x x

 
    

 
  

divergent ko’rinishida yozib olamiz.  

 Bu ayniyatni   1 1, :  0 ,  0D x t x l t T      soha bo’yicha integrallaymiz 

 
1 1

2 21

2
x x

D D

v dxdt vv v dxdt
x t

  
    

   

o'ng tomonga Grin formulasini qo’llaymiz va integralni hisoblasak 

 
1

2 2
1

0

1
, 0

2

l

x

D

v dxdt v x T dx    

   1 1, 0           0,v x T T T   

Bundan  , 0v x T   yechim ekanligi kelib chiqadi. Demak 

     1 2, , , 0v x T u x T u x T    ya’ni    1 2, ,u x T u x T  bo’ladi. 

Teorema isbotlandi. 

Yechimning yagonaligi hosila funksiyaning ishorasi haqidagi teoremadan 

ham isbotlanadi. 

                     , ,t xx xu u b x t u c x t u                                          (2.34) 



tenglamani D  sohada qaraymiz. 

Teorema. (Hosila funksiyaning ishorasi haqida) Faraz qilaylik quyidagi 

shartlar bajarilgan bo’lsin.  

1)  ,u x t cons  funksiya D  sohada regulyar yechimi bo’lsin. 

2) (2.34) tenglamada 0 0D A B  sohada   , 0c x t   bo’lsin.  U holda  agar 

 ,u x t  funksiya qandaydir   0 0 0, \P x t Г AB    yoki chap yoki o’ng 

chegarada musbat maksimum (manfiy minimumga) erishgan bo’lsin.  

   0 0
0     0

u P u P

 

  
  

  
 

tengsizlik o’rinli bo’ladi. 

  0P  nuqtada Г  chiziqqa o’tkazilga ichki normal bilan o’tkir burchak hosil 

qiluvchi ixtiyoriy yo’nalish. 

1)  0 0,P t  

 a) musbat maksimum 
 0

0
u P







 

b) manfiy minimum 
 0

0
u P







 bo’ladi. 

Yagonalik  teoremasini hosila funksiyaning ishorasi haqidagi ekstremum 

prinsipida foydalanib isbotlaymiz. 

Faraz qilaylik  ,v x t  chap chegarada birorta 0P  nuqtada musbat 

maksimumga erishsin, u holda   0xv P   bo’ladi. Demak maksimumga ega emas. 

  0xv P   bo’lganligi uchun minimumga ega emas. Chap chegarada 

 , 0v x t   ekan. 



Faraz qilaylik   ,v x t  funksiya o’ng chegaradagi biror nuqtada musbat 

maksimumga erishsin. U holda    0xv P   bo’ladi. 

Faraz qilaylik  ,v x t  funksiya chap chegaradagi biror nuqtada manfiy 

minimumga erishsin. U holda   0xv P   bo’ladi.   0xv P   ekanligidan 

ziddiyatga kelamiz. 

Demak o’ng chegarada ham  , 0v x t   ekan. Bundan 

     1 2, , , 0v x T u x T u x T    ya’ni    1 2, ,u x T u x T  ekanligi kelib chiqadi. 

Teorema isbotlandi. 

 

2.3-§. Tabiiy jarayonlar uchun aralash masalalar 

 

Masalaning qo’yilishi.  

                           ,t xxu u     ,x t D                                                         (2.35) 

(2.35) tenglamaning   , :  0 ,  0D x t x l t T      sohada  

                                ,0 ,           0 ,u x x x l                                              (2.36) 

boshlang’ich va 

                                  10, ,           0 ,u t t t T                                         (2.37) 

                                    2, ,           0 ,xu l t t t T                                         (2.38) 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping. Bu masala    10 0   

va    2 0' l   shartlarni qanoatlantirsa masala to’la korrekt qo’yilgan masala 

bo’ladi. 

Yechimning yagonaligi.  



Teorema: Agar  (2.35)-(2.38)  masalaning yechimi mavjud bo`lsa u 

yagonadir. 

  Isbot: Faraz qilaylik  (2.35)-(2.38)  masalaning 2 ta  1 ,u x t  va  2 ,u x t  

yechimlarga ega bo`lsin. U  holda  (2.35)  tenglama chiziqli bo`lganligi uchun  

     1 2, , ,v x t u x t u x t   

funksiya ham (2.35)-(2.38)  masalaning yechimi bo`ladi va quyidagi masala o’rinli 

bo’ladi. 

                         ,t xxv v             ,x t D                                        (2.39) 

                               ,0 0,           0 ,v x x l                                            (2.40) 

                              0, 0,           0 ,v t t T                                              (2.41) 

                             , 0,           0 ,xv l t t T                                              (2.42) 

 Masala yechimi yagonaligini energiya integrali usulidan foydalanib 

ko’rsatamiz.  

    2 21
0

2
xx t x xv v v vv v v

x x

 
    

 
  

divergent ko’rinishida yozib olamiz.  

 Bu ayniyatni   1 1, :  0 ,  0D x t x l t T      soha bo’yicha integrallaymiz 

 
1 1

2 21

2
x x

D D

v dxdt vv v dxdt
x t

  
    

   

o'ng tomonga Grin formulasini qo’llaymiz va integralni hisoblasak 

 
1

2 2
1

0

1
, 0

2

l

x

D

v dxdt v x T dx    

   1 1, 0           0,v x T T T   



Bundan   , 0v x T   yechim ekanligi kelib chiqadi. Demak 

     1 2, , , 0v x T u x T u x T    ya’ni    1 2, ,u x T u x T  bo’ladi. 

Teorema isbotlandi. 

Yechimning yagonaligi hosila funksiyaning ishorasi haqidagi teoremadan 

ham isbotlanadi. 

                   , ,t xx xu u b x t u c x t u                                               (2.43) 

tenglamani D  sohada qaraymiz. 

Teorema. (Hosila funksiyaning ishorasi haqida) Faraz qilaylik quyidagi 

shartlar bajarilgan bo’lsin.  

1)  ,u x t cons  funksiya D  sohada regulyar yechimi bo’lsin. 

2) (2.43) tenglamada 0 0D A B  sohada  , 0c x t   bo’lsin.  U holda  agar 

 ,u x t  funksiya qandaydir  0 0 0, \P x t Г AB   yoki chap yoki o’ng chegarada 

musbat maksimum (manfiy minimumga) erishgan bo’lsin.  

   0 0
0     0

u P u P

 

  
  

  
 

tengsizlik o’rinli bo’ladi. 

  0P  nuqtada Г  chiziqqa o’tkazilga ichki normal bilan o’tkir burchak hosil 

qiluvchi ixtiyoriy yo’nalish. 

1)  0 0,P t  

 a) musbat maksimum 
 0

0
u P







 

b) manfiy minimum 
 0

0
u P







 bo’ladi. 



Yagonalik  teoremasini hosila funksiyaning ishorasi haqidagi ekstremum 

prinsipida foydalanib isbotlaymiz. 

Faraz qilaylik  ,v x t  chap chegarada birorta 0P  nuqtada musbat 

maksimumga erishsin, u holda   0xv P   bo’ladi. Demak maksimumga ega emas. 

  0xv P   bo’lganligi uchun minimumga ega emas. Chap chegarada 

 , 0v x t   ekan. 

Faraz qilaylik  ,v x t  funksiya o’ng chegaradagi biror nuqtada musbat 

maksimumga erishsin. U holda   0xv P   bo’ladi. 

Faraz qilaylik  ,v x t  funksiya chap chegaradagi biror nuqtada manfiy 

minimumga erishsin. U holda   0xv P   bo’ladi.   0xv P   ekanligidan 

ziddiyatga kelamiz. 

Demak o’ng chegarada ham  , 0v x t   ekan. Bundan 

     1 2, , , 0v x T u x T u x T    ya’ni    1 2, ,u x T u x T  ekanligi kelib chiqadi. 

Teorema isbotlandi. 

Masalaning qo’yilishi.  

                           ,t xxu u     ,x t D                                                          (2.44) 

(1) tenglamaning   , :  0 ,  0D x t x l t T      sohada  

                          ,0 ,           0 ,u x x x l                                                      (2.45) 

boshlang’ich va 

                    10, ,           0 ,xu t t t T                                                   (2.46) 

                   2, ,           0 ,u l t t t T                                                     (2.47) 



chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping. Bu masala 

   10 0'   va    2 0l   shartlarni qanoatlantirsa masala to’la korrekt 

qo’yilgan masala bo’ladi. 

Yechimning yagonaligi.  

Teorema: Agar (2.44)-(2.47)  masalaning yechimi mavjud bo`lsa u 

yagonadir. 

  Isbot: Faraz qilaylik (2.44)-(2.47)  masalaning 2 ta  1 ,u x t  va  2 ,u x t  

yechimlarga ega bo`lsin. U holda (2.44) tenglama chiziqli bo`lganligi uchun  

     1 2, , ,v x t u x t u x t   

funksiya ham (2.44)-(2.47)  masalaning yechimi bo`ladi va quyidagi masala o’rinli 

bo’ladi. 

                   ,t xxv v             ,x t D                                                      (2.48) 

                        ,0 0,           0 ,v x x l                                                     (2.49) 

                          0, 0,           0 ,xv t t T                                                         (2.50) 

                           0, 0,           0 ,v t t T                                                        (2.51) 

 Masala yechimi yagonaligini energiya integrali usulidan foydalanib 

ko’rsatamiz.  

    2 21
0

2
xx t x xv v v vv v v

x x

 
    

 
  

divergent ko’rinishida yozib olamiz.  

 Bu ayniyatni   1 1, :  0 ,  0D x t x l t T      soha bo’yicha integrallaymiz 

 
1 1

2 21

2
x x

D D

v dxdt vv v dxdt
x t

  
    

   



o'ng  tomonga  Grin formulasini qo’llaymiz va integralni hisoblasak 

 
1

2 2
1

0

1
, 0

2

l

x

D

v dxdt v x T dx    

   1 1, 0           0,v x T T T   

Bundan   , 0v x T   yechim ekanligi kelib chiqadi. Demak 

     1 2, , , 0v x T u x T u x T    ya’ni    1 2, ,u x T u x T  bo’ladi. 

Teorema isbotlandi. 

Yechimning yagonaligi hosila funksiyaning ishorasi haqidagi teoremadan 

ham isbotlanadi. 

   , ,t xx xu u b x t u c x t u                                              (2.52) 

tenglamani D  sohada qaraymiz. 

Teorema. (Hosila funksiyaning ishorasi haqida) Faraz qilaylik quyidagi 

shartlar bajarilgan bo’lsin.  

1)  ,u x t cons  funksiya D  sohada regulyar yechimi bo’lsin. 

2) (2.52) tenglamada 0 0D A B  sohada  , 0c x t   bo’lsin.  U holda  agar 

 ,u x t  funksiya qandaydir  0 0 0, \P x t Г AB   yoki chap yoki o’ng chegarada 

musbat maksimum (manfiy minimumga) erishgan bo’lsin.  

   0 0
0     0

u P u P

 

  
  

  
 

tengsizlik o’rinli bo’ladi. 

  0P  nuqtada Г  chiziqqa o’tkazilga ichki normal bilan o’tkir burchak hosil 

qiluvchi ixtiyoriy yo’nalish. 

1)  0 0,P t  



 a) musbat maksimum 
 0

0
u P







 

b) manfiy minimum 
 0

0
u P







 bo’ladi. 

Yagonalik  teoremasini hosila funksiyaning ishorasi haqidagi ekstremum 

prinsipida foydalanib isbotlaymiz. 

Faraz qilaylik  ,v x t  chap chegarada birorta 0P  nuqtada musbat 

maksimumga erishsin, u holda   0xv P   bo’ladi. Demak maksimumga ega emas. 

  0xv P   bo’lganligi uchun minimumga ega emas. Chap chegarada 

 , 0v x t   ekan. 

Faraz qilaylik  ,v x t  funksiya o’ng chegaradagi biror nuqtada musbat 

maksimumga erishsin. U holda   0xv P   bo’ladi. 

Faraz qilaylik  ,v x t  funksiya chap chegaradagi biror nuqtada manfiy 

minimumga erishsin. U holda   0xv P   bo’ladi.   0xv P   ekanligidan 

ziddiyatga kelamiz. 

Demak o’ng chegarada ham  , 0v x t   ekan. Bundan 

     1 2, , , 0v x T u x T u x T    ya’ni    1 2, ,u x T u x T  ekanligi kelib chiqadi. 

Teorema isbotlandi. 

  



II bob bo'yicha hulosalar. 

Magistirlik dissertatsiya ishining ushbu paragrafida issiqlik tarqalish 

tenglamasi uchun qo‘yilgan chegaraviy masalalarni yechish uchun  Grin funksiyasi 

va xossalari o‘rganildi. 

Bu boda tabiy jarayonlarning modellari ya’ni birinchi va ikkinchi chegaraviy 

masalar hamda aralash masalalar o’rganilgan. Birinchi chegaraviy masala 

yechimining yagonaligi ekstremum prinsipidan foydalanib isbotlangan. Mavjudligi 

esa Grin funksiyasi yordamida isbotlangan. Ikkinchi chegaraviy va aralash masalar 

yechimining yagonaligi energiya integrali yordamida ko’rsatilgan. Mavjudligi 

birinchi chegaraviy masala singari Grin funksiyasidan foydalanib ko’rsatilgan.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



III BOB. TABIIY JARAYONLARNING MATEMATIK MODELLARI. 

 

Parabolik tipdagi tenglamalarning turli ko’rinishlari uchun lokal masalalar 

juda ko’plab avtorlar tomonidan o’rganilgan. Hozirgi kunda zamonaviy fanning 

yutuqlari, shu bilan birgalikda ishlab chiqarishning turli masalalari hamda fizika, 

mexanika, texnika, biologiya, ekologiya va sotsiologiya kabi fanlarning juda 

ko’plab muammolarining matematik modellari parabolik tipdagi tenglamalarning 

turli ko’rinishlari uchun nolokal masalalami o’rganishni talab qilmoqda. Nolokal 

masalalar noklassik masalalar jumlasiga kirib, noklassik masalalar bilan hozirgi 

kunda dunyoning turli mamlakatlarida juda ko’plab ilmiy maktablar olimlari 

tomonidan ilmiy izlanishlar olib borilmoqda [16; 329-346, 18; 402-408, 21; 86-

100, 23; 1233-1257, 28; 38-46]. 

Ushbu magistrlik dissertatsiyasida ham tabiiy jarayonlar uchun parabolik 

tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili bo’lgan issiqlik o’tkazuvchanlik 

tenglamasi uchun ichki nolokal chegaraviy shartli masala va masala yechimining 

yagonaligi hamda mavjudligi qaraladi.  

 

3.1-§. Issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun ichki chegaraviy nolokal 

masala 

 

        Ushbu paragrafda parabolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili 

bo’lgan issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun bitta noklassik masala, 

ya’ni ichki nolokal masala o’rganiladi. Masala yechimining yagonaligi 

ekstremum prinsipidan foydalanib ko’rsatildi,  

1. Masalaning qo’yilishi.  𝐷 =  {(𝑥, 𝑡): 0 < 𝑥 <  𝑙, 0 < 𝑡 ≤ 𝑇} sohada 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) =  𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡),      (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷   (3.1) 

tenglamaning 



𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙,               (3.2) 

boshlang’ích va chegaraviy 

𝑢(0, 𝑡) =  𝛼𝑢(𝑥1, 𝑡),   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,                           (3.3) 

𝑢(𝑙, 𝑡) =  𝛽𝑢(𝑥2, 𝑡),      0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                  (3. 4) 

shartlarni qanoatlantiruvchi echimi topilsin. 

Shu bilan birgalikda (3.1 )-(3.4) masalada quyidagilar berilgan dcb qilamiz: 

    1. 𝜑(x) - uzluksiz funksiya;  

    2. 𝛼, 𝛽, 𝑥1  𝑣𝑎 𝑥2 - musbat o’zgarmaslar bo’lib, quyidagi tengsizliklarni 

qanoatlantirsin 

0 < 𝛼, ≤  1,          0 < 𝛽 ≤  1,        0 < 𝑥1 <  1     0 < 𝑥2 <  1; 

    3. Quyidagi kelushuvlik shartlari bajarilsin:   

𝜑(0) = 𝛼𝑢(𝑥1, 0) = 𝛽𝑢(𝑥2, 0),    𝜑 (𝑙)  =  𝛽𝑢(𝑥20). 

(3.2) va (3.3) ko’rinishdagi ichki nolokal shartli masalalar populyatsiyaning 

ko’payish strukturasining yozilishidan kelib chiqqan [14]. Ichki nolokal shartli 

masalalar turli ko’rinishdagi parabolik tipdagi tenglamalar uchun juda ko’plab 

avtorlar tomonidan o’rganilgan, bunga doir umumiy ma’lumotlarni [26] dan olish 

mumkin. 

Aprior baholar. 

Lemma 3.1.  Agar 1.2 -shartlar  bajarilsa, u holda (3.1)-(3.4) masalaning echimi 

uchun 

 | ( , ) | , ( , )u x t M x t D       (*) 

baho o’rinli bo’ladi, bu erda    𝑀 = max { max
𝑥∈[0,𝑡]

|𝜑(𝑥)| max
𝑡𝜖[0,𝑡]

|𝜑(𝑥)|}. 

 



Isbot. Lemma 3.1 ning isboti bevosita (3.1 )-(3.4) masalaning shartidan 

1.2.3. shartlardan va dissertatsiyaning ikkinchi bobi ikkinchi paragrafidagi 

parabolik tipdagi tenglamalar uchun keltirilgan ekstremum prinsipi va uning 

ikkinchi xossasidan ya’ni:  Agar 𝑢(𝑥, 𝑡) funksiya issiqlik tarqalish tenglamasining 

echimi bo’lsa, u holda ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 uchun quyidagi munosabat 

   , max ,
Г

u x t u x t  o’rinli ekanligidan (𝑥, 𝑡) ∈  𝐷 sohada (3.1)-(3.4) masala 

echimi uchun  

|𝑢(𝑥, 𝑡)| ≤  max { max
𝑥∈[0,𝑡]

|𝜑(𝑥)| max
𝑡𝜖[0,𝑡]

|𝜑(𝑥)|} = 𝑀. 

baho o’rinli bo’ladi. 

Lemma 3.1. isbot bo’ldi. 

3. Masala yechimining yagonaligi. 

Teorema 3.1. Agar  (3.1)-(3.4) masalaning yechimi mavjud bo’lib, (1)-(2) 

shartlar bajarilsa. u holda (3.1)-(3.4) masalaning echimi yagonadir. 

Bu teoremaning isbotlashda ekstremum prinsipidan foydalanamiz. 

Ekstremum prinsipi. Yopik Q  sohada uzluksiz bo’lgan va Q  soha ichida bir 

jinsli (3.1) tenglamani qanoatlantiradigan ( , )u x t  funksiya o’zining eng katta va 

eng kichik qiymatlariga Г  chiziq ustida erishadi. 

Isbot. Faraz qilaylik, ( , )u x t  funksiyaning Q  to’rtburchak 

{0 , 0 }x l t T< < < £  dagi eng katta qiymati M , Г  chiziq ustidagi eng katta 

qiymati esa m  bo’lsin va ekstremum prinsipida aytilgan tasdiq o’rinli bo’lmasin. 

Bu degani Shunday ( , )x t  ichki nuqta topilsinki, bu nuqtada M m>  bo’lsin 

deganidir.  Quyidagi yordamchi  

 ( , ) ( , ) ( )
2

M m
x t u x t t t

T
u

-
= + -  



funksiyani qaraylik. Q  to’rtburchakning Г  chegarasida (ya’ni 0, 0t x= =  va 

x l=  da)  

 ( , )
2 2

M m M m
x t m Mu

- +
£ + = <  

bo’lishini ko’rish qiyin emas. Shu bilan birga  

( , ) ( , ) .x t u x t Mu = =  

Demak, yordamchi ( , )x tu  funksiya ham, ( , )u x t  kabi o’zining eng katta 

qiymatiga Г  da erishmaydi. 

Shunday ekan, faraz qilaylik ( , )x tu  funksiya o’zining eng katta qiymatiga 

birorta ichki ( )1 1,x t  ( )1 10 , 0x l t T< < < <  nuqtada erishsin.  U holda, matematik 

analiz kursidan ma’lumki, Shu nuqtada 

∂2v

∂x1
2 ≤ 0,       

∂v

∂t1
≥ 0 

 

(t1 < 𝑇)  bо’lsa, 
𝜕𝑣

𝜕𝑡1
= 0;  t1 = T  bо’lsa, 

𝜕𝑢

𝜕𝑡1
≥ 0 

  

munosabatlar o’rinli buladi. Demak, 1 1( , )x t  nuqtada 

 2 0t xxau u- ³  (1.15) 

tengsizlik bajariladi. Ikkinchi tomondan 

 2 2 0
2 2

t xx t xx

M m M m
a u a u

T T
u u

- -
- = - - = - <  

bo’lishi kerak. Bu esa (1.15) ga zid. Demak, M m>  bo’ladigan nuqta topiladi deb 

qilgan farazimiz noto’g’ri va eng katta qiymat uchun prinsip isbotlandi. Eng kichik 

qiymat uchun ham xuddi Shunday isbotlanadi. 

Endi 3.1 teoremani isbotlaymiz. 

Isbot. Faraz qilaylik, D  sohada (3.1 )-(3.4) masala ikkita yechimga bo’lsin, 

ya’ni 𝑢1(𝑥, 𝑡) va 𝑢2(𝑥, 𝑡)  bo’lsin.  



𝑢1(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),       𝑢2(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) 

𝑢1(0, 𝑡) =  𝛼𝑢(𝑥1, 𝑡),        𝑢2(0, 𝑡) =  𝛼𝑢(𝑥1, 𝑡) 

𝑢1(𝑙, 𝑡) =  𝛽𝑢(𝑥2, 𝑡),         𝑢2(𝑙, 𝑡) =  𝛽𝑢(𝑥2, 𝑡) 

 

U holda ularning ayirmasi ham yechim bo’ladi 

𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡) 

 

Bundan 𝑣(𝑥, 𝑡) funksiya uchun D  sohada quyidagi masalani olamiz: 

 

         

      𝑣𝑙(𝑥, 𝑡) =  𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡),        (𝑥, 𝑡)𝜖 𝐷                      (3 .5)  

tenglamaning   

  𝑣(𝑥, 0) = 0 ,            0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙                         (3 .6)  

 

boshlang’ich va chegaraviy 

 

𝑣(0, 𝑡) =  𝛼𝑣(𝑥1, 𝑡),          0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                              (3. 7) 

 

𝑣(𝑙, 𝑡) = 𝛽𝑣(𝑥2, 𝑡),            0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                    (3 .8)  

 

shartlarni qanoatlantiruvchi echimi topilsin. 

(3.5)-(3.8) masaladan ko’rinadiki, parabolik tipdagi tenglamalar 

uchun ekstremum prinsipiga ko’ra, 𝑣(𝑥, 𝑡) funksiya o’zining eng katta va eng 

kichik qiymatlariga sohaning chegarasida erishadi. (3.6) shartga ko`ra 𝑣(𝑥, 𝑡) 



funksiya nolga teng. Ammo (3.7) va (3.8) nolokal shartlarga ko’ra o’ng va chap 

chegaralarda eng katta va eng kichik qiymatlarga erishishi ham mumkin. 

Faraz qilaylik, 𝑣(𝑥, 𝑡) funksiya chap chegaradagi 𝑃1 nuqtada o’zining 

musbat maksimumiga erishsin. U holda (3.7) nolokal shartdan va masala shartidagi 

ikkinchi shartning birinchisiga ko’ra, ya’ni 0 < 𝛼 ≤ 1 ekanligidan quyidagi 

tengsizlik hosil bo`ladi. 

 

𝑣(0, 𝑡) =  𝛼𝑣(𝑥1, 𝑡),  0 < 𝛼 ≤ 1 → 𝑣(0, 𝑡) ≤ 𝑣(𝑥1, 𝑡) 

 

Bunga ko`ra sohaning ichida undan ham kattaroq musbat maksimumga 

erishar ekan.  Bunday bo’lishi mumkin emas. Demak, 𝑣(𝑥, 𝑡) funksiya chap 

chegarada musbat maksimumga erishmas ekan. Xuddi shunday mulohazalar bilan 

chap chegarada manfiy minimumga erishmasligi ham ko’rsatiladi.  

Endi o’ng chegarani qaraymiz. Faraz qilaylik, 𝑣(𝑥, 𝑡) funksiya o’ng 

chegaradagi 𝑃2 nuqtada o’zining musbat maksimumiga erishsin. U holda (3.8) 

nolokal shartdan va masala shartidagi ikkinchi shartning ikkinchi qismiga ko’ra, 

ya’ni 0 < 𝛽 ≤ 1 ekanligidan quyidagilar hosil bo`ladi. 

 

𝑣(𝑙, 𝑡) =  𝛽𝑣(𝑥2, 𝑡),   0 < 𝛽 ≤ 1 → 𝑣(𝑙, 𝑡) ≤ 𝑣(𝑥2, 𝑡) 

 

Bunga ko`ra sohaning ichida undan ham kattaroq musbat maksimumga 

erishar ekan.  Bunday bo’lishi mumkin emas. Demak, 𝑣(𝑥, 𝑡) funksiya o’ng 

chegarada ham musbat maksimumga erishmas ekan. Xuddi shunday o’ng 

chegarada ham shunday mulohazalar bilan manfiy minimumga erishmasligi ham 

ko’rsatiladi. 

Demak, (3.5)-(3.8) masalaning echimi D sohada nolga teng bo’lar ekan, 

ya’ni 𝑣(𝑥, 𝑡) = 0 ekanligini olamiz. Bundan  𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡)  ga 

ko’ra  𝑢1(𝑥, 𝑡) =  𝑢2(𝑥, 𝑡)   ekanligini olamiz. 

Teorema 3.3. isbot bo’ldi. 



3.2-§. Issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun ichki chegaraviy nolokal 

masala 

Ushbu paragrafda parabolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili bo’lgan 

issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun bitta noklassik masalaning, ya’ni ichki 

nolokal masala yechimining mavjudligi  o’rganiladi. Masala yechimining 

mavjudligi issiqlik qatlami potensiallari yordamida ko’rsatiladi. 

Buning uchun (3.7) va (3.8) shartlarni  

𝑣(0, 𝑡) =  𝛼𝑣(𝑥1, 𝑡) = 𝜒1(𝑡),          0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                              (3. 9) 

 

𝑣(𝑙, 𝑡) = 𝛽𝑣(𝑥2, 𝑡) = 𝜒2(𝑡),            0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇                  (3 .10)  

kabi belgilab olamiz. Oddiy va ikkilangan qatlam potensiallarining quyidagi 

xossalini keltiramiz.   

Quyidagi funksiyalar: 

 

[ ]
2

1

2

( )

2 4 ( )

0

1
( ) ( ) ,

2

x tt

a t

AP

a
V a Gv d e v d

t

c

tt t t t
p t

-
-

-= =
-

ò ò  (3.11) 

 
( )

[ ]
2

1

2

( )

2 4 ( )1

3 2

0

1 ( )
2 ( ) ( ) ,

2

x tt

a t

AP

G x
W a d e d

a t

c

tc t
m t t m t t

x p t

-
-

-¶ -
= =

¶ -
ò ò  (3.12) 

Sohaning ichki nuqtalari ( ),x t  da issiqlik tarqalishi tenglamasi (3.11) 

tenglamani qanoatlantiradi va mos ravishda oddiy va ikkilangan qatlam issiqlik 

potensiallar deb ataladi. 

V  va W  funksiyalarning ( ),x t  bo’yicha ixtiyoriy uzluksiz ( )v t , ( )m t  lar 

uchun (2.2.1) tenglamani qanoatlantirishi o’z-o’zidan ravshan, chunki tenglamani 

G  va 
G

x

¶

¶
 funksiyalar qanoatlantiradi. Bu yerda G -  funsiya (3.1) tenglamaning 

fundamental yechimi bo’lib, u quyidagi ko’rinishga ega 

[ ]
2

24 ( )1
( , ; , ) .

2 ( )

x

a tG x t e
a t

x

tx t
p t

-
-

-=
-

 



Bunda Shuni hisobga olish lozimki, integral chegarasidagi t  bo’yicha 

olingan hosila 1( )x tc¹  bo’lganda har doim nolga teng. 

Endi ( , )V x t  va ( , )W x t -issiqlik potensiallarining sohaning 1( )x tc=  

chegarasi ustidagi ( )( )2x tc=  chiziq ustida ham Shunga o’xshash bo’ladi) 

xususiyatini o’rganamiz. Qulaylik uchun 
xe  ni ( )exp x  ko’rinishida yozib olamiz. 

Ko’rinib turibdiki, ( , )V x t  integral 1( )x tc=  chegarada 

 ( )
1

1 1
1 2

0

( ) ( ) ( )
( ), exp

4 ( )2

a v d t
V t t

a tt

t t c c t
c

tp t

æ ö- ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷-è ø-
ò  

ko’rinishda bo’lib, integral ostidagi ifoda ko’pi bilan 
1

2
 darajali integrallanuvchi 

maxsuslikka ega bo’lishi mumkin.  Demak ( , )V x t  integral 1( )x tc=  chegarada 

uzluksiz (albatta ( )v t  zichlik funksiya uzluksiz deb faraz qilinadi). 

( , )W x t  integral esa 1( )x tc=  chegarada uzilishga ega bo’lib, bu uzilish 

uchun ixtiyoriy 1

1( ), ( )t t Cc m Î  bo’lganda, quyidagi munosabatlar o’rinlidir: 

 ( ) ( )
1 1( ) 0 ( )

, , ( ).
x t x t

W x t W x t t
c c

m
= ± =

= ±  (3.13) 

Bu munosabatlardagi 1( ) 0x tc= ±  ichki ( ),x t  nuqta AP  egri chiziqda 

yotgan nuqtaga o’ng tomondan ( )1( )x tc>  yoki chap tomondan 1( )x tc<  

intilayotganini bildiradi. 

(3.11) munosabatlarni isbotlash uchun zichlik funksiyasi o’zgarmas deb 

faraz qilamiz, ya’ni 0( )tm m=  bo’lsin: 

 
( )

( )

( )
2 2

1 10
0 3 2 2

0

( ) ( )
( , ) exp .

4 ( )2

t
x t x t

W x t d
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t

tp t

é ù- -ê ú= -ê ú-- ê úë û
ò  

Shu bilan bir qatorda AP  chiziq ustida uzluksiz bo’lgan ushbu yordamchi 
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funksiyani qaraylik. Quyidagi ayirmani hisoblaymiz:  
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Bu yerda 

 1 1 0
0

0

( ) ( )
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2 2

x x t
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Agar 0 0x x® ±  (bunda 0 1 0( )x tc= ) da limitga o’tsak, 

 [ ] [ ]0 0 0 0 0 0 0 0( 0, ) ( , ) ( 0, ) ( , )W x t W x t V x t V x t± - - ± - =  

 
2

0 0

0

2
exp( )dm a a m

p

± ¥

- = ±ò  

tenglikka ega bo’lamiz. 0 ( , )V x t  funksiyaning uzluksizligidan 

0 0 0 0( 0, ) ( , )V x t V x t± =  bo’ladi va bundan  

 0 0 0 0 0( 0, ) ( , )W x t W x t m± = ±  

munosabatni olamiz. 

Endi faraz qilaylik, ( )t constm ¹  bo’lsin. U holda ( , )W x t  ni quyidagicha 

yozamiz: 

 0( , ) ( , ) ( , ),W x t W x t x ty= -  (3.14) 

bu yerda 
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Yuqoridagi kabi bu yerda ham ( ) 1t Cm Î  dan t t=  da bu integral ( ),V x t  

integral kabi kuchsiz (integrallanuvchi) maxsuslikka ega va u yaqinlaShuvchi 

bo’lib, ( )1x tc=  chiziq ustida uzluksiz bo’ladi. 

Tushunarli bo’lishi uchun 0 ( , )W x t  

 0( , ) ( , ) ( , )W x t W x t x ty= +  

ko’rinishda yozib olib, ( , )W x t  va ( , )x ty  larning o’rniga ularni ifodalovchi 

integrallarni qo’yib topamiz: 
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Oxirgi integral yuqorida biz o’rgangan 0 constm =  bo’lgan holdagi 

integralning o’zi, faqat bu yerda 0 1m º , demak 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 00, ,W x t W x t tm± = ±  

ekani kelib chiqadi, yoki 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 00, 0, 0, , .W x t W x t x t W x t ty m± = ± - ± = ±  (3.15) 

Aynan Shuni isbot qilish kerak edi. 

Endi yana oddiy qatlam potensialini qaraylik. Uning hosilasi 
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zichlik funksiyasi ( ) ( )
1

2
t v tm =  bo’lgan va teskari ishora bilan olingan ikkilangan 

qatlam potensialiga teng. Unda yuqoridagi hisob-kitoblarga asosan 
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tenglikka ega bo’lamiz. Bu yerda 
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Ta’kidlash lozimki, ( , )V x t  funksiya 0x  nuqtaning o’zida hosilaga ega emas. 

Shunday qilib, biz issiqlik potensiallarining ( )( )1AP x tc=  chegara  ustidagi 

xossalarini o’rgandik. ( )( )2BQ x tc=  chegara ustida issiqlik potensiallarining 

xossalarini tekshirish mumkin ular Yuqoridagiday bo’ladi [7; 161-168, 8; 158-170, 

9; 305-357, 10; 297-327]. 

Masala yechimining mavjudligi. 

Endi (3.1)-(3.4) masala yechimining mavjudligini ko’rsatamiz. 

Teorema 3.4. (3.1)-(3.4) masalaning yechimi mavjuddir. 

I s b o t .  ( 3 . 1 ) - ( 3 . 4 )  masalaning yechimini quyidagi ikkilangan qatlam 

issiqlik potensialllari yig’indisi shaklida izlaymiz: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
(𝑊1 + 𝑊2) =

1

2
𝑊1 +

1

2
𝑊2 

Bundan  

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡; 0, ɳ)𝜇1(ɳ)𝑑ɳ +

𝑡

0

∫ 𝐺(𝑥, 𝑡; 𝑙, ɳ)𝜇2(ɳ)𝑑ɳ

𝑡

0

+ 

+ ∫ 𝐺(𝑥, 𝑡; , 0)𝜑()𝑑
𝑡

0
               ( 3 . 1 6 )  



ega bo’lamiz. Bu yerda 

𝐺(𝑥, 𝑡; , 𝜂) =
1

2√𝜋(1−ɳ)
𝑒

−(𝑥−)2

4(𝑡−𝜂) ,             ( 3 . 1 7 )                                            

bo’lib, (3.1) tenglamaning fundamental echimidir. lkkilangan qatlam 

potensialining quyidagi sakrashdagi xossasidan foydalanamiz: 

𝑊(𝑥, 𝑡)|𝑥= 𝑥0±0 = 𝑊(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝑥0 ± 𝜇(𝑡).  

(3.2) chegaraviy shartlardan (3.9) dan 𝑥 → 0 + 0 da limitga o’tsak, quyidagiga ega 

bo’lamiz: 

1

2
𝜇1(t) + ∫ 𝐺(0, 𝑡; 0, 𝜂)𝜇1(𝜂)𝑑𝜂 +

𝑡

0

∫ 𝐺(0, 𝑡; 𝑙, 𝜂)𝜇2(𝜂)𝑑𝜂

𝑡

0

+ 

+ ∫ 𝐺(0, 𝑡; , 0)𝜑()𝑑 =  𝜏(𝑡),

𝑡

0

 

Endi  u ( 0, 𝑡)  =  𝛼𝑢(𝑥0, 𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,  (3.2) chegaraviy shartdan va (3.1) dan 

quyidagiga ega bo’lamiz: 

α ∫ 𝐺(𝑥0, 𝑡; 0, ɳ)𝜇1(𝜂)𝑑𝜂 +

𝑡

0

𝛽 ∫ 𝐺(𝑥0, 𝑡; 𝑙, 𝜂)𝜇2(𝜂)𝑑𝜂 =

𝑡

0

∫ 𝐺(𝑥0, 𝑡; , 0)𝜑()𝑑

𝑡

0

 

Hosil bo’lgan bu tengliklarni tenglashtirib, quyidagi munosabatni olamiz: 

1

2
μ1(t) + ∫ 𝐺(0, 𝑡; 0, 𝜂)𝜇1(𝜂)𝑑𝜂 + 0

𝑡

0

∫ 𝐺(0, 𝑡; 𝑙, 𝜂)𝜇2(𝜂)𝑑𝜂

𝑡

0

+ 

+ ∫ 𝐺(0, 𝑡; , 0)𝜑()𝑑 = −
1

2
𝜇2(t) + ∫ 𝐺(𝑙, 𝑡; 0, 𝜂)𝜇1(𝜂)𝑑𝜂 +

𝑡

0

 

𝑡

0

 

+ ∫ 𝐺(𝑙, 𝑡; 𝑙, 𝜂)𝜇2(𝜂)𝑑𝜂

𝑡

0

+ ∫ 𝐺(𝑙, 𝑡; 𝑙, 0)𝜑()𝑑

𝑡

0

 

Bundan esa, 



1

2
𝜇1(t) + ∫[𝐺(0, 𝑡; 0, 𝜂)𝜇1(𝜂)𝑑𝜂 − 𝛼𝐺(𝑥0, 𝑡; 0, 𝜂)]𝜇1(𝜂)𝑑𝜂

𝑡

0

+ 

+ ∫[𝐺(0, 𝑡; 𝑙, 𝜂) − 

𝑡

0

𝛽𝐺(𝑥0, 𝑡; 𝑙, 𝜂)]𝜇2(𝜂)𝑑𝜂 + ∫[𝐺(0, 𝑡; , 0) − 

𝑡

0

 

−𝐺(𝑥0, 𝑡; , 0)]𝜑()𝑑                   ( 3 . 1 8 )  

Volterraning 2-tur integral tenglamasiga kelamiz. 

Endi (3.4) shartdan foydalanib, (3.1) tenglamadan 𝑥 → 𝑙 − 0 da limitga 

o’tib, quyidagi Volterraning 2-tur integral tenglamasiga ega bo’lamiz. 

−
1

2
𝜇2(𝑡) + ∫ 𝐺(𝑙, 𝑡; 0, ɳ)𝜇1(ɳ)𝑑ɳ +

𝑡

0

∫ 𝐺(𝑙, 𝑡; 𝑙, ɳ)𝜇2(ɳ)𝑑ɳ +

𝑡

0

 

+ ∫ 𝐺(𝑙, 𝑡; 𝑙, 0)𝜑()𝑑 =  𝜓(𝑡)

𝑡

0

.                                        (3.19) 

Shunday qilib, biz  (3.1 )-(3.4)  masalani ikkinchi tur (3.11), (3.12) Volterra 

integral tenglamalar sistemasini yechishga olib keldik. Volterra integral 

tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega [7; 161-168, 8; 158-170, 9; 305-357, 

10; 297-327]. 

3.4-teorema isbotlandi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



III bob bo’yicha hulosalalar. 

Parabolik tipdagi tenglamalarning turli ko’rinishlari uchun lokal juda 

ko’plab avtorlar tomonidan o’rganilgan. Hozirgi kunda zamonaviy fanning 

yutuqlari, shu bilan birgalikda ishlab chiqarishning turli masalalari hamda fizika, 

mexanika, texnika, biologiya, ekologiya va sotsiologiya kabi fanlarning juda 

ko’plab muammolarining matematik modellari parabolik tipdagi tenglamalarning 

turli ko’rinishlari uchun nolokal (sohaning chegaralarida funksiyaning qiymati 

berilmasdan, balki sohaning u yoki qismi orasidagi bog’lanishlar beriladi) 

masalalami o’rganishni talab qilmoqda. Nolokal masalalar noklassik masalalar 

jumlasiga kirib, noklassik masalalar bilan hozirgi kunda dunyoning turli 

mamlakatlarida juda ko’plab ilmiy maktablar olimlari tomonidan ilmiy izlanishlar 

olib borilmoqda. 

Ushbu magistrlik dissertatsiyasida ham parabolik tipdagi tenglamalarning 

eng sodda vakili bo’lgan issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun ichki nolokal 

chegaraviy shartli masala va nolokal chegaraviy shartli masalalar ko’rildi. 

Ushbu bobda parabolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili bo’lgan 

issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamasi uchun bitta nolokal masala o’rganiladi. Masala 

yechimining yagonaligi ekstremum prinsipidan foydalanib ko’rsatildi, yechimning 

mavjudligi esa issiqlik potensiallari usuli yordamida ko’rsatiladi. 

  



                               XULOSALAR. 

Ushbu magistrlik dissertatsiyasi 3 ta bob,  xulosa  va foydalanilgan  

adabiyotlar  ro`yhatidan iborat. 1-bob  3 ta paragrafdan, 2-bob 3 ta paragrafdan, 3-

bob 2 ta paragrafdan iborat. 1-bob issiqlik o’tkazuvchanlik tenglamalari va 

masalaning qo`yilishi haqida, 2-bob issiqlik o’tkazuvchanlik  tenglamalari  uchun 

Grin funksiyasi va  noklassik masalalar haqida bo`lsa, 3-bobda esa issiqlik 

o’tkazuvchanlik jarayonlarning  nolokal va ichki nolokal chegaraviy masalalari 

o`rganildi. 

Dissertatsiyaning birinchi bobda boshlang`ich tushunchalar va masalaning 

qo`yilishiga bag`ishlangan bo`lib, unda boshlang’ich va birinchi chegaraviy 

masalaning qo`yilishi, ekstremum prinsipi, birinchi chegaraviy masala yechimining 

yagonaligi keltirilgan. 

Ikkinchi bobda esa parabolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili 

bo‘lgan issiqlik oltkazuvchanlik tenglamasi uchun Grin funksiyasi birinchi va 

ikkinchi  chegaraviy shartli masalalar hamda aralash masalalar qaraladi. 

Masalalar yechimining yagonaligi ekstremum prinsipidan foydalanib 

ko’rsatilgan, yechimning mavjudligi esa issiqlik potensiallari usuli yordamida 

ko’rsatilgan. 

Magistrlik dissertatsiyasining uchinchi bobida issiqli o’tkazuvchanlik 

jarayonlarning  noklassik modellarini o`rganishga bag`ishlangan. Unda issiqlik 

o’tkazish tenglamalari uchun nolokal va ichki nolokal masalalar o`rganilgan. 

Qaralayotgan masalalar qo`yilgan va masalalarning yechimlari uchun aprior 

baholar olingan, issiqlik tarqalish tenglmalarini keltirib chiqarish, ekstremum 

prinspi va chegaraviy masalalarni yechishda ko’p qo’llaniladigan ba’zi bir 

xossalar, teoremalar  ularning  mavjudlik va yagonaligi isbotlari, qattiq jism va 

izotrop jismda iisiqlikning tarqalish tenglamasi, parabolik tipdagi tenglamalar 

issiqlik tarqalishi va diffuziya hodisalarini o’rganishda eng ko’p uchraydigan, 

asosan, parabolik tenglamalarning eng sodda vakili bo’lgan-sterjenda issiqlik 

tarqalishi tenglamasi keltirilgan. 



Magistirlik dissertatsiya ishining  II-bobida issiqlik tarqalish tenglamasi 

uchun qo‘yilgan birinchi chegaraviy masalaning Grin funksiyasi va xossalari 

o‘rganilgan. 
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