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esa K[x,,--,x,] halga ideali Gryobner bazisining yuqori darajali tenglamalar
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Research objects: The research object is the problem of constructing bases of
ideals of rings over the field of algebraic numbers.

The subject of the study is the application of the Grobner basis of the ring ideal to
solving the system of higher order equations.

Research methods: The concept of linear and nonlinear algebra, the algorithm for
solving the system of algebraic equations corresponding to a zero-dimensional
ideal, the theory of affine polynomials from basic geometric concepts, the theory
of polynomial ideals, computer algebra systems for solving polynomial equations
were used in the work.

The obtained results and their novelty: The main innovations of the work are as
follows:

* the ring 1deal is used to solve the system of higher order equations of the Grobner
base.

* The problem of constructing bases of ideals of rings over the field of algebraic
numbers is studied.

* An algorithm for solving a system of algebraic equations corresponding to a zero-
dimensional ideal is given.

Practical significance: The practical significance of the work is that the solutions
of several systems of polynomial equations were found using Grobner bases.

Field of application: The results of the dissertation work can be used in problems
of ideality and in solving systems of various nonlinear equations.
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KIRISH

Mavzuning dolzarbligi: Yuqgori malakali kadrlar tayyorlash, igtisodiyot
va jamiyat rivojida muhim ahamiyat kasb etadi. O‘rta va oliy ta'limda, yuqori
malakali ilmiy kadrlar tayyorlash, axborot  texnologiyalarini rivojlantirish
masalasi davlatimizning doimiy diqgat etiboridaligini takidlash lozim. Ushbu
dissertatsiya ishida algebraik sonlar maydoni ustidagi halgalar ideallarining
bazislarini qurish masalasi o‘rganilgan. Ishda Gryobner bazislari tushunchasi keng
o‘rganilgan, uning yordamida polynomial ideallardagi bir nechta masalalarni
algoritmik yechimlari berilgan. Bu ishda polinomial ideallar va affin ko‘pxilliklar

bilan bog’liq bo‘lgan bir qator masalalar: k[xq,.......Xx,,] halgada idealning

tavsiflanish masalasi, idealga tegishlilik masalasi, polynomial tenglamalarni

yechilish masalalari to‘liq yechimlari bilan birga berilgan.

Tadqgiqotning ob’yekti va predmeti: Tadqgiqot obyekti bo‘lib algebraik
sonlar maydoni ustidagi halgalar ideallarining bazislarini qurish masalasi
hisoblanadi. Tadqgigot predmeti esa x[x,,-,x.] halga ideali Gryobner
bazisining yuqori darajali tenglamalar sistemasini echishga qo’llanilishidan

iborat.

Tadgigotning maqgsadi va vazifalari: Ushbu ishning maqgsadi va vazifalari
quyidagicha: K[x,,-,x,] halga ideallarining  Gryobner bazislarini ~ qurish
masalasi qgarab chigildi. Shu bazislarni hisoblash algoritmlari ishlab chigildi.
Algebraik sonlar maydoni ustidagi halgalar ideallarining bazislarini qurish va

ularni yechimlarini topishdan iborat.

IImiy yangiligi: Ishning asosiy yangiliklari quyidagilardan iborat:
e K[x,-,x,] halga ideali Gryobner bazisining yuqori darajali

tenglamalar sistemasini yechishga qo’llanilidi.



e Algebraik sonlar maydoni ustidagi halgalar ideallarining bazislarini
qurish va ularni yechimlarini topish masalasi o’rganilgan.

e Nol o’lchamli idealga mos keluvchi algebraik tenglamalar
sistemasini yechish algoritimi keltirilgan.

1.  Tadqgigotning asosiy masalalari va farazlari: Oxirgi yillarda
algoritmlar bilan bog’lig bo‘lgan, komutativ algebra va algebrik
geometriyaning bazaviy abstrakt-nazariy tushunchalarini  konkret
hisoblanadigan matematik sohalar keng rivojlanmogda. Bu yerda
nazariyaning kalit tasdiglarida mavjudligi ko‘rsatilgan obyektlarning oshkor
ko‘rinishida topish usullari to‘g’risida so‘z bormoqda. Oxirgi o‘n yilliklarda
unitilayotgan Kklassik usullar va nisbatan yangi Gryobner bazislari
nazariyasiga asoslangan zamonaviy g’oyalarning birlashmasi hisobidan
paydo bo‘layotgan savollarga javoblarni topish mumkin.

Tadqiqot mavzusi bo‘yicha adabiyotlar
sharhi(tahlili):Ushbu dissertatsiya ishida algebraik sonlar maydoni ustidagi
halgalar ideallarining bazislarini qurish masalasi o‘rganilgan. Gryobner
bazisi tushunchasini birinchi bo‘lib, 1965-yilda B.Buxberger kiritdi. Uning
bunday nom tanlashiga sabab o°zining ilmiy rahbari B.Gryobner (1899-
1980) ning qilgan ishlari tasirida bu yangi natijalarning paydo bo‘lganligidir.
Darajali gatorlar halqasida Gryobner bazislariga turdosh bo‘lgan “standart
bazis” tushunchasini B.Buxbergerga bog’ligsiz ravishda 1967-yilda
X.Xironaki kiritdi. Keyinchalik Buxberger Gryobner bazislarini hisoblash
algoritmini  yaratdi.  Gryobner bazislari hagida bByx6eprep b.
ANTOPUTMUYECKAA METOJL B TCOPUU IOJMHOMHAIBHBIX  HJICATOB//
Kowmmbrotepnas anrebpa. CuMBoiuKa U anreOpandeckue BeUMCICHUsS [5],
Apxannes 1.B. baszucel ['péoHepa u cuctemsl anreOpanvyeckux ypaBHEHUN
[4], Kokc M., JTurta dx., O’lu . Maeansl, MHOTOOOpa3usi U aJlrOPUTMBI
[12] monografiyalarda ma’lumotlar berilgan.

Tadgigotda go‘llanilgan metodikaning tavsifi: Ishda chizigli va nochizigli

algebra tushunchalaridan, nol o’lchamli idealga mos keluvchi algebraik
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tenglamalar sistemasini yechish algoritimi, asosiy geometrik tushunchalardan
bo‘lgan affin ko‘pxilliklar nazariyasi, polinomial ideallar nazariyasi, polinomial
tenglamalarni yechishda kompyuter algebrasi sistemalaridan foydalanilgan.
Tadqgiqgot natijalarining nazariy va amaliy ahamiyati: Ishda algebraik sonlar
maydoni ustidagi halgalar ideallarining bazislarini qurish va ularni yechimlarini
topish, uning yordamida polinomial ideallardagi bir nechta masalalarni algoritmik

yechimlari berilgan.Bular: k[xy,.......x,,] halgada idealning tavsiflanish

masalasini, idealga tegishlilik masalasi, polinomial tenglamalarni yechish
masalalaridir. Ishning amaliy ahamiyati shundaki, bir nechta polinomial
tenglamalar sistemalarini yechimlari Gryobner bazislaridan foydalangan holda
topilgan. Disertatsiya ishining natijalaridan idealga tegishlilik masalalarida va turli
nochizigli tenglamalar sistemalarini yechishda foydalanish mumkin.

Ish tuzilmasining tavsifi: Dissertatsiya ishi Kkirish gismi, uchta bob va
adabiyotlar ro‘yxatidan iborat. Dissertatsiyaning umumiy hajmi 70 betdan iborat.

Kirish gismida savollar tarixi gisqacha berilgan, dissertatsiya ishida gilingan
ishlar to‘g’risida gisgacha ma’lumotlar berib o‘tilgan va asosiy olingan natijalar
bayoni keltirilgan.

Birinchi bobda asosiy algebraik strukturalardan halga va maydon
tushunchalari, algebrik geometriyaning asosiy tushunchalari bo‘lgan “Ideallar va
affin  ko‘pxilliklar”lar tushunchalari berililgan. Bir o‘zgaruvchili polinomlar
tushunchasi hamda k[x] halgada bo‘linish algoritmi keltirilgan. k[x] halgada
idealga tegishlilik masalasi qarab chigilgan. k[x,.......x,] da monomlarni
tartiblash tushunchasi berilgan.

Ikkinchi bobda ideallar va ularning bazislari, Gryobner bazislari, Gryobner
bazislarining xossalari va K[x,,---,x,] halga ideali Gryobner bazisining yuqori
darajali tenglamalar sistemasini echishga qo’llanilishi keltirilgan.

Uchinchi bobda nol o’lchamli idealga mos keluvchi algebraik tenglamalar
sistemasini yechish algoritimi ishlab chigildi. Bu algoritmdan foydalangan holda

bir nechta idealga tegishlilik masalalari yechib ko‘rsatildi. Gryobner bazislarini
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topish texnikasidan foydalanilgan holatda bir nechta polinomial tenglamalar
sistemalarining yechimlari topib ko‘rsatildi. Amaliyot shuni ko‘rsatadiki lex-
tartiblash bo‘yicha Gryobner bazislarini hisoblash tenglamalar sistemasining
ko‘rinishini ancha soddalashtiradi. Gryobner bazislarining eng samarali tomoni
shundaki ularni chekli sondagi gadamlarda hisoblab topish mumkin.

Magistrlik dissertatsiyasining asosiy natijalari asosida quyidagi maqola
va tezislarda chop qgilingan:

. Polinomial halgalar ideallarining gryobner bazislarini kompuyter algebrasi
tizimlarida hisoblash. - “Umumta’lim fanlarini sinxron va asinxron bog’lab
o’quvchi kreativ faoliyatini rivojlantirishda integrativ yondashuv” mavzusidagi
Respublika ilmiy-amaliy konferensiyasi materiallari. Denov tadbirkorlik va
pedagogika instituti. 2022 yil 14 may.

. Idealga tegishlilik masalasi va uni reduksiyalash orqali yechish. — AJITEBPA
BA AHAJIM3HUHIT JOJI3APB MACAJIAJIAPU  MAB3YCUJIATU
PECIIYBJIMKA WJIMUU-AMAJINII AHXYMAHU MATEPUAJIJIAPU
TYIIVIAMU. 1-KUCM 2022 jiun 18-19 Host6ps, 48-49 betlar.



| BOB

HALQA VA MAYDONLAR, AFFIN KO‘PXILLIKLAR

1-§. Halga va maydonlar

K to‘plamda ikkita (K,+) va (K,-) binar algebraik amal aniglangan bo‘lsin.

1.1- Ta’rif. Agar K da quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa:

1). (K, +) — abel (additiv) gruppa;

2). (K, -) — gruppoid;

3). qo‘shish va ko‘paytirish amallari distributivlik qonunlari bilan

bog’langan:

a(b+c)=ab+ac
(a+b)c=ac+bc

va,b,ce K.
U holda (K, +,-) —algebraik sistemaga halga deyiladi.

Agar Ko‘paytirish amali assosiativ, ya’ni (K. -)—polugruppa bo‘lsa,
(K,+, -)- assosiativ halga deyiladi.
Ko‘paytirish amali kommutativ bo‘lganda esa (K,+,-) - kommutativ halga

deyiladi. Bu holda ikki distributivlik gonunlaridan bittasini tekshirish yetarli,
chunki boshqgasi undan kelib chigadi.

Ko‘paytirishga nisbatan neytral 1 element mavjud bo‘lganda (K, +,-) halga

birlik elementli halga deyiladi.
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1.1-misol. (Z,+, -)— birlik elementli assosiativ-kommutativ halga. Bu yerda
Z ni juft butun sonlar to‘plami 2Z bilan almashtirib birlik elementsiz assosiativ-
kommutativ halga misolini hosil gilamiz.

1.2-misol. (Q,+, ), (R+,:),(C,+ -)— lar birlik assosiativ-kommutativ
halgalar.

1.1-tasdiqg. Halgalarda qo‘shish va ko‘paytirish amallariga nisbatan

umumlashgan assosiativ gonuni o‘rinli.

Isbot. Qo‘shish va ko‘paytirish amallarining distributivlik gonunlaridan
ne N bo‘yicha matematik induksiya yordamida har ganday a,bl,...,bn eK

elementlar uchun bevosita quyidagi tengliklar olinadi:

a(b, +b,+..+b,)=ab +ab, +...+ab,

(b, +b,+..+b,)a=ba+ba+..+ba

Bulardan esa har ganday a,,a,,...,a,,b,b,,...,b. € K elementlar uchun

bevosita quyidagi tenglik kelib chigadi:
n n n m
(Zaij b, |- 3 aa;
i=1 j=1 i=1l j=1

Bu yig’indida qo‘shiluvchilarning ganday tartibda yozilishining ahamiyati
yo‘q, ammo kommutativ bo‘lmagan halgada ko‘paytuvchilarning ganday tartibda

yozilishi muhim.

Har ganday halgada ayirish va ko‘paytirish amallari distributivlik gonuni

bilan bog’langan, ya’ni har qanday a,b,C € K elementlar uchun

(a—b)c=ac—bhc,

a(b-c)=ab-ac

11



Bularning, masalan, ikkinchisini to‘g’riligini ko‘rsatamiz. Ushbu

a(b-c)+ac=a((b—c)+c)=ab

tenglikdan (a(b-c)+ac)-ac=ab-ac,
ya’ni a(b—-c)=ab-ac
kelib chigadi.

Bu distributivlik gonunidagi har ganday a € K element uchun quyidagi
tenglik kelib chigadi:

a-0=0-a=0.
Hagigatan, a-0=a(b—b)=ab—-ab=0va0-a=(b—b)a=ba—ba=0.

1.3-misol. Uch o‘lchovli Yevklid fazosining hamma geometrik vektorlari
to‘plamini M bilan, vektorlarni qo‘shishni “+”, vektorlarni vektorial
Ko‘paytirishni “x  bilan belgilasak, (M ,+,x) sistema halga bo‘ladi. Ammo
vektorlar algebrasining asosiy gonunlaridan ko‘ramizki, bu halga assosiativ ham
emas, kommutativ ham emas, shuningdek birlik elementga ham ega emas. Unda
kommutativlik qgonuni o‘rniga Xx y=—(yxX) -antikommutativlik gonuni
bajariladi. Shu gonun tufayli bu yerda distributivlik gonunlarining ikkalasi ham
bir-biridan kelib chigadi. Noassosiativ halgalarda assosiativlikning o‘rnini
to‘ldiradigan qandaydir boshga qonunlar mavjud bo‘lmasa ularda algebraik
ifodalarning birini boshqgalariga shakl almashtirishlar ma’nosida «deyarli hech
narsa qilib bo‘lmaydi». Geometrik vektorlarga oid yuqoridagi misolda bunday
«to‘ldiruvchi» sifatida: (XxV)xZ+(yxZ)xZ+(ZxX)xy=0  munosabat
xizmat qiladi.

Agar vx,y,zeK Xx-x=0 va (xy)z+(yz)x+(zx)y=0 bo‘lsa (K,+,-)-
halga liyaviy halga (Li halgasi) deyiladi. x-x=0 munosibatdan

12



antikommutativlikning kelib chigishini tekshirib ko‘rish giyin emas.

1.4-misol. F - to‘plam haqiqiy sonlar o‘gida aniglangan va haqiqiy giymatlar
gabul giladigan f:R — R funksiyalar to‘plami bo‘lib shu bilan birga ixtiyoriy
f,, f, e F funksiyalar uchun f + f, funksiya har bir xe R ga f (x)+ f,(x)
giymatni f, f, — funksiya esa f (x)f,(x) giymatni mos gilib go‘ysin. U holda
(F,+,-) birli assosiativ-kommutativ halga bo‘ladi. Bu yerda bir rolini hamma
X € R lar uchun fagat 1 giymat gabul giladigan f(x) =1 nol rolini esa f(x)=0

funksiya bajaradi. Bu yerda funksiyalarni go‘shish va ko‘paytirish uchun
kommutativlik, assosiativlik va distributivlik gonunlari hagiqgiy sonlar uchun

bajariladigan shunday gonunlardan bevosita kelib chigadi.

Oxirgi ikki misol (vektorlar va funksiyalar misollari) sonli halgalar
(elementlari sonlar, amallar oddiy ma’nodagi qo‘shish va ko‘paytirish) da mavjud
bo‘lmagan shunday bir ajoyib bir imkoniyatni namoyish etadi: umumiy holda
halgalarda shunday ikki element mavjud bo‘lishi mumkinki, ularning har biri
noldan fargli bo‘lgani holda ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi.

1.5-misol. (M,+x)-halgada hatto X— nolmas vektor bo‘lganda ham
XxX=0.

1.2-ta’rif. x#0,y=#0, ammo xy=0 bo‘lsa (K,+,-) halganing x va y
elementlari nolning bo ‘luvchilari deyiladi. Bu holda x — nolning chap, u — esa o‘ng
bo‘luvchisi (kommutativ halgalarda bunday farglash kerak emas) deyiladi.

1.6-misol. (Q,+, -), (R,+, -),(C,+, -) —nolning bo‘luvchilarisiz halqgalar,
(M ,+, x) va (F,+, -) lar esa nolning bo‘luvchilarili halgalardir. 1.7-
misol.Agar halga nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmasa ixtiyoriy z =0 uchun
Xz =Yz yoki zx=zy dan x=Y kelib chigadi, ya’ni tenglikning ixtiyoriy tomondan
noldan fargli umumiy ko‘paytuvchiga gisgartirish mumkin. Shuni isbot gilamiz.
Yechish.xz =yz bo‘lsin. U holda xz-yz=0, (x—y)z=0, ammo z=0. Shu

sababdan nolning bo‘luvchilari mavjud bo‘lmagani sababli: x—y=0, ya’ni X=Y.
13



Xuddi shunday tartibda zx = zy tenglikdan x =y hosil gilinadi.

1.3-Ta’rif. K birlik halga bo‘lsin. Agar ae K uchun a-b=b-a=1
tengliklarni ganoatlantiruvchi b e K element mavjud bo‘lsa, a element
teskarilanuvchi va b element esa a ga teskari element deyiladi. Halganing teskari

elementi &~ shaklda va bu elementning o‘zi ham teskarilanuvchi bo‘lib, @ unga

teskaridir, ya’ni (a‘l) = a,birlik halgadagi teskarilanuvchi elementlar birning

bo ‘luvchilari ham deyiladi.

1.2-tasdiq.Birlik K halganing hamma teskarilanuvchi elementlari K da
kiritilgan ko‘paytirish amaliga nisbatan gruppa tashkil etadi. Bu gruppa K~
shaklda yoziladi. K™ gruppaga K halganing multiplikativ gruppasi deyiladi.

1.8-misol.(Z,+, -) —halgada fagat 1 va -1 sonlar teskarilanuvchi va demak

Z"={-11=F, , (Z,+ ) halganing multiplikativ gruppasidan iborat.

1.9-misol.C[a,b] halgada teskarilanuvchi elementlar [a,b] da noldan
fargli bo‘lgan funksiyalardan iborat.
Yagona elementdan iborat halga (bu yagona element halganing ham biri ham noli
bo‘lib xizmat giladi) trivial halga deyiladi. Agar (K, +, ) halgada 1=0 tenglik
o‘rinli bo‘lsa, u holda bu halga trivial halga bo‘ladi; hagigatan u holda ixtiyoriy

X e K uchun x=x-1=x-0=0 bo‘ladi.

1.4-ta’rif. Nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmagan birlik (1= 0) notrivial

assosiativ-kommutativ halga butunlik sohasi (yoki butunlik halqgasi) deyiladi.

Masalan, (Z,+, -) shunday halgadir.

1.5-ta’rif. Har bir noldan fargli elementi teskarilanadigan birlik assosiativ
halga jism deyiladi.

1.6-tarif. Agar:
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1) (K,+) — abel gruppa;
2) (K, -)— gruppoid, (K \{0}, -) — abel gruppa;

3) go‘shish bilan ko‘paytirish amallari distributivlik qonuni bilan bog’langan
(uni ikki formasining ixtiyoriy bittasi bilan ifodalash mumkin), bo‘lsa (K, +, )
algebraik sistema maydon deyiladi.

1.10-misol. Yugorida keltirilgan halgalar ichida fagat (R,+) va (C,+,)

halgalargina maydon tashkil etadi.

1.11-misol. Vektorlar halgasi (I\7I ,+,-) ning va funksiyalar halqgasi (F,+, ")
ning maydon, hatto jism ham bo‘laolmasligini ko‘rsating.

Yechish.1.7-misolga ko‘ra hech ganday maydon nolning bo‘luvchilariga ega
emas. (I\7I,+, ) va (F,+,-) halgalar esa nolning bo‘luvchilariga ega. Shundan

ko‘rsatilishi kerak bo‘lgan tasdiqg hosil bo‘ladi.

1.12-misol. x, y,z,t —lar (P,+,-) maydonning ixtiyoriy elementlari va

+
y=0, t=0 bo‘lsin. XEyz

J_r%: ni isbot giling.

Yechish.Maydonda ko‘paytirish kommutativ bo‘lgani uchun ixtiyoriy y =0

uchun xy™ =y™x va bu ifodalarning har birini % kasr shaklida ifodalash hech

ganday anigmaslikka olib kelmaydi. Shuning uchun isbotlanayotgan tenglikning

chap tomoni
xyttztt =xy 'ttt £zt yy = xt(yt) "t £ yz(yt) "t =(xt £ yz)(yt) ", ya’ni o‘ng
tomoniga teng. Shu bilan birga nolning bo‘luvchilari mavjud emasligi sababidan
y#0 vat=0 dan yt # 0 kelib chigadi.

1.7-tarif Agar (K,+,-) halga elementlarining K’ bo‘sh bo‘lmagan
gismto‘plami halgada aniglangan amallarga nisbatan halga bo‘lsa (K',+,-) halga

(K,+, )ning gismhalgasi deyiladi. Bunda «halga» so‘zini «maydon» so‘zi bilan
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almashtirilsa gism maydon tushunchasining ta’rifi hosil bo‘ladi.

1.3-tasdiq.Agar K'— to‘plam (K,+,-), halga elementlaridan iborat bo‘sh
bo‘lmagan gism to‘plam bo‘lsa, (K',+,-) ning gism halga bo‘lishi uchun quyidagi
shartlar bajarilishi yetarli:

a) (K'.+) va (K', ) - gruppoidlar, ya’ni hamma vaqt X,ye K' dan
X+YyeK"'va xy e K' kelib chiqgadi;

b) agar x € K' bo‘lsa, — x € K' bo‘ladi.

(K,+, ) —maydon bo‘lgani holda (K'+,:) ning gismmaydon ekanligini
tekshirish uchun a) va b) shartlardan tashgari yana

c) agar x € K'\{0} bo‘lsa, x™* € K'\{0} bo‘lishini ko‘rsatish yetarli.
1.8-ta’rif. Agar ixtiyoriy X,y e K lar uchun:

Fx+y)=f(x)+ f(y),
FOx-y) =104 - f(y).

bo‘ladigan f:K — K biyeksiya mavjud bo‘lsa, (K,+ ) va (K,+ ) halgalar
izomorf deyiladi.

Shuni ham ta’kidlaymizki, hatto K =K bo‘lganda ham ikkala halgadagi “+”
va “” amallari bir xilda belgilansa hamki, albatta bir xil bo‘lishi shart emas.

KNK=0g bo‘lganda esa «bir xil amallar» deyishning o‘zi ma’noga ega bo‘lmay

goladi.

~

Agar f — akslantirish K halganing K halgaga izomorfizmi bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy ae€ Kuchun f(0)=0, f(-a)=-f(a). Shuningdek, agar 1e K bo‘lsa,
f (1) =1 va ixtiyoriy ac K" =K \{0} uchun f(a™)=(f(a))". Halganing o‘ziga
izomorfizmi shu halganing avtomorfizmi deyiladi.

Agar K halga butunlik sohasi yoki maydon bo‘lsa uning izomorf obrazi ham

butunlik sohasi yoki maydon bo‘lishi shubhasiz.

Agar K halga L halganing biror gism halgasiga izomorf akslanishi mavjud bo‘lsa,

K halga L halgada joylashadi deymiz.
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1.13-misol.a) juft sonlarning 2Z halgasi butun sonlar halgasi Z ga joylashadi; b)
butun sonlar halgasi Z rasional sonlar halgasi Q ga joylashadi.

2-§. Affin ko‘pxilliklar

1.9-ta’rif. Ushbu x,,x,,...,x,, ,o‘zgaruvchilarning monomi deb, ulardan

"t ()

tuzilgan

ay O Ty

shakildagi ko‘paytmaga aytiladi ,bu yerda &, ,a,,...,a, €Z., lar manfiymas

butun sonlar bo‘lib, |a|=a; +a, +...+a, - ga monomning to‘liq darajasi deyiladi.

1.14-misol. -5x®y1z t*- bu monomning to‘liq darajasi 14 ga teng .

y  do

dn
lx

X3t x5 % .. x, " -monom bo‘lsin , kop hollarda qulaylik uchun xI*x3*...x;" ni

x® kabi belgilaymiz, bu yerda «a=(a;,a,..,@,) ,agar a=0 bo‘lsa

x* =1 bo‘ladi.

1.10-ta’rif. Koeffitsientlari k& maydondan olingan x,, x,, Xy

o‘zgaruvchilarning polinomi deb monomlarning chekli chizigli kombinatsiyasiga

aytiladi va
f =Zaﬂx“, a, €k,
kabi yoziladi.
Koifitsientlari &k maydondan olingan x,, x,, ...,x,, ,0°zgaruvchilarning

barcha polinomlar to‘plamini k[x,, x,, ...,x,] orqgali belgilaymiz.
Ko‘p hollarda biz o°zgaruvchilari bir nechta bo‘lgan polinomlar bilan
ishlashimizga to‘g‘ri keladi bu hollarda bu to‘plamni oddiyroq ya’ni
o‘zgaruvchilarni indekssiz yozib ishlatishimiz qulayroq bo‘ladi.
Polinom bir, ikki ,uch o‘zgaruvchilardan iborat bo‘lganda polinomlar to‘plamini
k[x], k[x,¥], kK[x, v, ] kabi belgilaymiz. Masalan:
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1.14-misol. f=-5x7y°z+1/2y*z%-14xyz®+y? + x*y7€ Q[x,v, 2] bo‘ladi.

Polinomlarni belgilashda lotin alifbosining  fg,hp,q,r... kichik harflardan

foydalanamiz.
1.11-ta’rif. f =X a.x% a, €k , f€ k[x,, x5,...,x,] bo‘lsin:
1) a,-x* monomning koifitsienti deyiladi .
2) Agar a, # 0,bo‘lsa a,x® - f polinomning hadi deyiladi .

3) f polinomnig to‘la darajasi deb, || larning maksimaliga aytiladi va

deg(f) =max|e| kabi belgilanadi.
Masalan, 1.14-misolda keltirilgan
f=-5x"y>z+ 1/2y%z% — 14xyz® + y? + x*y7,
polinom beshta haddan iborat va to‘la darajasi deg(f)=13 ga teng .

Ikki polinomning yig‘indisi va ko‘paytmasi yana polinom bo‘ladi.Agar g.f,
he k[x,, x5,...,x,,] lar uchun g=f*h tenglik bajarilsa g polinom f polinomga
bo linadi deyiladi.

Biz 1-§ paragrafda halga va maydon tushunchalari bilan atroflicha tanishdik
, endi n ta nomalumli polinomlar to‘plami  k[x;, X,...,x,], bu to‘plam
elementlarini ko‘paytirish va qo‘shish amalariga nisbatan halga yoki maydon
tashkil qilish yoki qilmasligini tekshirib ko‘ramiz. Oson ko‘rsatish mumkinki
klx,, x5, ..,x,], to‘plam elementlari polinomlarni qo‘shish va ko‘paytirish
amallariga nisbatan halga shartlarini to‘liq ganoatlantiradi.Hattoki u komutativ,
asotsiativ, birlik halga bo‘ladi.Lekin (k[x,, x5, ...,x,], +,-)-sistema maydon
bo‘lmaydi chunki, ko‘paytirishga nisbatan teskari element har doim ham mavjud
emas. Biz bundan keyin k[x;, x,,...,x,,] to‘plamini ko‘phadlar halgasi yoki
polynomial halga deb ataymiz.

1.12-ta’rif. k gandaydir maydon va n natural son bo‘lsin, quyidagi
18



k™ ={(a,,a,,..,a,):a,,a,..,a, €k},
to‘plamga k maydon ustidagi n-o ‘lchamli affin fazo deb ataladi.

Masalan, k=R bo‘lsa k™ chizigli algebra kursidan tanish bo‘lgan R™ chizigli

fazoga aylanadi .Shu kabi k* —affin to ‘g i chiziq , k? — affin tekislik deyiladi.

Polinomlar va Affin fazo orasidagi bogliglik .
Polinomlar va Affin fazo orasidagi bog‘liglikni garaymiz bu yerda asosiy faktimiz

f=XYa,x® € k[xy, x5,...,%,,] polinom k™ ni k ga o‘tkazuvchi fk™ — k
funksiyadan iborat bo‘lishidir.Ya’ni barcha (a,,a,, ..., a,) € k™ lar uchun har bir

x; ni a; bilan almashtirsak f(a,,a,,...,a,) € k bo‘lishi ravshan.

Polinomlarning ikki xil turli xususiyati kutilmagan natijalarga olib keladi.Masalan,
quyidagicha savol qo‘yilgan bo‘lsin «gachon f=0 bo‘ladi?» bunda ikkita holat
bo‘lishi mumkin « f -nol polinom bo‘lsa» ya’ni hamma koifitsientlari nolga teng
yoki « f — nol funksiya bo‘lsa» yani  f(ay,a,,.., a,)=0, barcha
(ay, s, ...,a,) € k™ larda.Ushbu ikki hol umuman ekvivalent emas. Buni aniq

misol yordamida ko‘rsatamiz.

1.15-misol. Fagat O va 1, lardan iborat bo‘lgan to‘plamni olaylik.Agar

1+1=0 deb olsak u maydon shartlarini ganoatlantiradi.Biz uni F, = {0,1} kabi
belgilaymiz. Endi x* — x = x(x — 1) € F,, polinomni olamiz bu polinom 0 va 1
nugtalarda nolga aylanadi, ammo F, da nol polinom emas.Demak f =x? —x

polinom F, da nol funksiya bo‘ladi, lekin nol polinom bo‘lmaydi.

Agar k maydon cheksiz maydon bo‘lsa, unda hech gqanday muammo paydo

bo‘lmaydi.
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1.4-tasdiq. [15] k — cheksiz maydon va fe k[x;, x,,...,x,,] bo‘lsin u
holda fagat va fagat f =0 (nol polinom) bo‘lsagina k[x,, x,...,x,,] da

f:k™ — k nol fuksiyadan iborat bo‘ladi .

Isbot. Agar f =0 bo‘lsa u holda ravshanki f:k™ — k no‘l funksiyadan

iborat bo‘ladi.Aksincha ,faraz qilaylik f no‘l funksiya bo‘lsin .Isbotni
noma’lumlar soni n ga nisbatan induksiya metodini go‘llash bo‘yicha olib boramiz
, =1 bo‘lsin ,u holda algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra f hech bo‘lmaganda
m taildizga ega bo‘ladi bu yerda m f ko‘phadning darajasidan iborat .Demak |,

barcha a€ k lar uchun f=0 bo‘ladi.Endi tasdigni barcha n — 1 lar uchun to‘g‘ri
deb faraz gilamiz.Barcha (a,,a,,...,a,) € k™ larda f(a,,a,,...,a,) =0 bolib

endi f quyidagicha ifodalab olamiz
f=20:00,%3, -, Xn_1)xy,

bu yerda  g; € k[x;, X3, ., X5_1] bo‘lib ixtiyoriy ravishda tanlangan
(ay,a,,...,a,_;) € k"' nugtani garaymiz . U holda f(a,,a,,...,a,_,,x,) bir
nomalumli polinomdan iborat. n =1 holga asosan f(a,,a,,..., @, 1,%,)
polinom k[x,] halgada nol polinomdan iborat,shuning uchun barcha a, € k
larda f(a,,a,,...,a,) =0 bo‘ladi . Bu yerdan kelib chigadiki, i=1,2,...,q larda
gla,,as,.,a,_1)=0 bo‘ladi. (ay,a,,...,a,_;) nugtaning ixtiyoriy
tanlanganligidan induksiya faraziga asosan k[x;, x,,..,x,_4] da g; nol
polinomdan iborat ekanligi kelib chigadi.Demak, k[x,, x,,...,x,] da f no‘l

polinomdan iborat ekan.Tasdiq isbot bo‘ldi.

Demak , k[x,, X5, ...,x,] da f-nol funksiya bo‘lishi uchun uning barcha

koifitsientlari aynan nolga teng bo‘lishi kerak. Boshqacha aytganda “ 0 ” , k

maydonning nol elementi va k[x;, x,, ..., X,,] ,halganing nol polinomi bo‘ladi.
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1.1-natija. k —cheksiz va f,g € k[x;, x,...,x,] Dbo‘lsin u holda faqgat va
fagat f:k™ — k,g:k™ — k fuksiyalar bitta funksiyadan iborat bo‘lgandagina
k[xy, x5,...,x,] da f =g bo‘ladi.

Isbot. Isbot 1.4-tasdigni f —g ayirmaga nisbatan go‘llashdan kelib
chigadi .

1.1-teorema. [15] (Algebaning asosiy teoremasi). Har ganday € C[x] ,
polinom C da kamida bitta ildizga ega bo‘ladi.
k maydon algebreik yopiq deyiladi ,agar istalgan doimiy bo‘lmagan f € k[x]
polinom k da ildizga ega bo‘lsa.

1.13-ta’rif. k - qgandaydir maydon va fi,f5,...f. € k[xy, x5, ..., X,]
polinomlar berilgan bo‘lsin.

V(i far ) =

{(a,,a,,...,a,) €k™barcha 1=<i<s larda, f(a,a,,..,a,) = 0}
Ushbu V(fi, f5, ... fz) to‘plam fi,fs,...f. lar bilan aniglangan affin ko ‘pxillik deb

ataladi.

Boshgacha qilib aytadigan bo‘lsak , V(f}, f5, ... ;) © k™ - affin ko ‘pxillik
degandda biz f,(a,, a,,...,a,) =--=f.(a,, a,,...,a,) =0 tengliklar o‘rinli
bo‘ladigan nuqtalarning geometrik o‘rnini tushunamiz.

1.16-misol. 1). V(x* + (v — 2)? — 16) , ko‘pxillik RZ2-tekislikdagi markazi
0O(0;2) nugtada va radiusi 4 ga teng bolgan aylananing ustidagi nugtalar
to‘plamidan iborat , bu esa 0‘z navbatida x* + (y—2)* —16 =0 tenglamaning

yechimlari to‘plamidir.

2).Uch o‘Ichovli R® fazoda z = x* — y?#, tenglama bilan berilgan paraboloid ham
ushbu ¥ (z — x* — y?), affin ko‘pxillikni beradi.

1.1-lemma. Agar V, W- affin ko‘pxilliklar bo‘lsa , u holda VUW va
VnW

to‘plam ham affin ko‘pxillik bo‘ladi.
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Isbot. V=V(f,L, .-f.) va W =V(g,,8, --9.) Qandaydir affin
ko‘pxilliklar  bo‘lsin.Biz quyidagi VNW = V(fi,f, - fo. 91,92, - G¢) :
VUW = V(figil<i<s1<j<t) to‘plamlarni algebrik ko‘pxillikni tashkil
etishini davo qildik.

Birinchi davomizni ko‘rib chigamiz:agar biror nuqgta VW ga tegishli bo‘lsa u
holda bacha f,, fs, ..., f., va g,,9-,..-, g. funksiyalar bu nugtada no‘lga aylanadi.
Demak V (fi,fs, . fe291,92,--,3,) affin ko‘pxillik ekan.

Ikkinchi davoni ko‘rib chigamiz: agar (a,, a,,...,a,) € V bo‘lsin ,u holda barcha
f; lar shu nuqtada no‘lga aylanadi ; bundan chiqdi barcha f;g; lar ham shu
nuqtada no‘lga aylanadi , demak Ve V(f;g;) ekan, xuddi shunday WeV(f;g;) ni
ham oson ko‘rsatish mumkin. Bundan VU W < V(f; g;) kelib chigadi.Endi boshga
tomondan  (ay, ay,...,a,) €EV(fig;) bo‘lsin  va  qandaydir i, da
fi,(@y, ag,...,a,) #0  bo'lsin,(ay, a,,...,a,) €V(fig;) ekanligidan g;
funksiyalar bu nuqtada no‘lga aylanishi kelib  chigadi.Demak
(a,, a,,...,a,) €W ekan.Endi faraz gilaylik barcha i larda f; lar no‘lga teng

bo‘lsin u holda albatta ko‘rinib turibdi (a,, a,,...,a,) €V .Shunday qilib
‘u‘r(ﬁ-gj) < VU W ekan.Lemma isbot bo‘ldi.

3-§. Ideal

1.14-ta’rif. I k[x,, x,,...,x,] halganing gism to‘plami ideal deyiladi ,
agar unda quyidagi shartlar bajarilsa :

1) f,g €l,dan f+g €1;

2) felIva Yh €k[x,, x5,...,x,],dan hf €.

1.15-ta’rif. fi,f5, ..., €Ek[xy, X3, ..., X,] polinomlar  berilgan

bo‘lsin.Ushbu <fi, f5, ..., i = - to‘plamni quyidagicha aniglaymiz,
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<fi, e i == ,Zhi firhy, o, hg €E k[xq, ..., x,]

ma’lum bo‘lishicha < f,, f;, ..., f. = idealni tashkil gilar ekan.

1.2-lemma. fi,forfo € k[xy X3, ..,%,] bo‘lsin,u holda
<f,f . fp=toplam  k[x,, x,,..,x,] ning ideali bo‘ladi. Bu ideal
fi, f>, ---, f. lardan hosil gilingan ideal deyiladi, f;,f,...,f. — polinomlar esa

idealning yasovchilari , yoki hosil giluvchi elementlari deyiladi.

<fi,fa, ., fo = ideal polinomli tenglamalar sinfining bir ko‘rinishi bo‘ladi.
firfor o fo EK[xy, X5, ...,x,] Dbo‘lsin.Quyidagi tenglamalar sistemasini garab

chigamiz.

.........

f.=0
Bu tenglamalar sistemasini ko‘rishini bir nechta algebrik amallarni bajargan holda
bitta tenglamaga keltirishimiz mumkin. Misol uchun, agar biz birinchi tenglamani
h, € k[x,, x5, ...,x,] 0a, ikkinchisini h, € k[x;, x,,...,x,] 0a va hk
ko‘paytirib , barcha ko‘paytmalarni go‘shib chigsak yuqorida berilgan tenglamalar

sistemasiga teng kuchli bo‘lgan quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz ,

'Iit'lf1+'lilz.if2 +"'+.|il-s._r;. :D
natijada <fi, f5, ..., f. = idealning elementiga ega bo‘lamiz.

I ideal chekli yasalgan deyiladi:agar chekli sondagi
firfo, - fo € K[xy, X5, ...,x,] polinomlar mavjud bo‘lib I=<fi.fo, . fa =

bo‘lsa vabunda f,fs,...,f. lar | idealning bazisi deyiladi.

23



Eslatib o‘tish kerakki | idealing bir nechta bazislari bor bo‘lishi mumkin .Biz
kelgusida shular ichida eng qulayini aniglashni ko‘ramiz va uni Grobner bazisi deb
ataymiz.

Idealning ta’rifi chizigli algebradagi qism fazoning tarifiga o‘xshab
ketadi.Bu holda idealning tarifidagi qo‘shish va ko‘paytirish amallarini saqglash
shartlari qism fazoniki bilan bir xil, ammo qism fazo tarifda songa ko‘paytmani
saglash talab qilinar edi bu yerda esa sonlar o‘rnida polinomlar olinadi.

Ushbu tasdig orgali idealning ko‘pxilliklarni aniglashdagi muhim ro‘lini
bilishimiz mumkin bo‘ladi.

1.5-tasdiq. fi,fz, -, fo V& §1,92,--, 9 — k[xy, X5, ..., x,,] dagi | idealning
turli  bazislari bo‘lsin, u holda < fi.foenfo =< 91,92, -, 9: =
bo‘ladi.Bundan V(fi,fs, ..., f:) = V(91,9 .-, g+) Kelib chigadi.

Shunday qilib, idealning bazislarini o‘zgartirish orqali, biz ko‘pxillikni osonroq

topishimiz mumekin.

1.16-misol. Ushbu ko“pxillikni qaraylik
V(3x*+y*—60,3x* — y*+ 12),0s0n ko‘rsatish mumKkinki
<3x*+y?—60,3x* —y?+12>=<x? —8,y* — 36 >, bundan

1.5 - tasdigning ahamiyati ko‘rinadi.
V3x*+y*—60,3x* —y*+12)=V(x*—-8,y*—36)={(2,6),(2,—6)}.
Endi biz affin ko‘pxilliklar bilan bog‘liq bo‘lgan ideallarning ajoyib bir sinfini
ko‘rib chigamiz.V=V(f,, fz, -.-, f.) © k™ —affin ko‘pxillik bo‘lsin,
fi.for -, fo € K[xq, X5,...,x,] .Biz bilamiz f,f5,...,f. lar V to‘plamda nolga
teng bo‘ladi, endi shunday savolni qo‘yamiz.V to‘plamda no‘lga teng bo‘ladigan
boshga polinomlar ham bormi?. Agar bor bo‘lsa ular qanday xarakterga ega
bo‘ladi ?.

1.16-ta’rif. V < k™-affin ko‘pxillik bo‘lsin. 1(V) to‘plamni quyidagicha
aniglaymiz: I(V)={fe k[x,, x,,...,x,]:f(a,;, a,,...,a,) =0 barcha
(a,, a,,..,a,) €V da}. Ma’lum bo‘lishicha, 1(V) — ideal ekan.
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1.3-lemma. V < k™-affin ko‘pxillik bo‘lsin. U holda 1(V) — ideal bo‘ladi, bu
idealga V ko ‘pxillikning ideali deymiz.

1.17-misol.Ushbu {(0,0)}, ko‘pxillikni garab chigamiz u fagat bitta
nugtadan, ya’ni k? affin tekisligining boshlag’ich nugtasidan iborat.7({(0,0)})

idealning elementlari esa shu (0,0), nugtada nolga teng bo‘ladigan polinomlar.Biz

I({(0,0)}) =< x,y = ekanligini ko‘rsatamiz .

Bir  tomondan, A(x,vV)x+B(x,yv)y E<x,y = bo‘lsin u holda
A(0,000+ B(0,0)0 = 0bo‘ladi,demakA(x, y)x + B(x,v)y € I({(0,0)}) ekanligi
kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan,  f(x,¥) =X, a;;x'y’ € I({(0,0)}) bo‘lsin u holda
£(0,0) = 0 bo‘ladi,

f(0,0) = ago + X; j20a;; 0°07 = Oekanligidan aoq = Obo‘lishi kelib chigadi
demak f(x,v) E<x,y>.

firforenr o EkIxy, x5, .0, %] berilgan
bo‘lsin.Polinomlarfi, f5, ..., f. = ko'pxillikni V(f,, f5, ..., f.) = ko‘pxilliklar esa
IV(fi, f, -, f.)) idealni aniglaydi.

Quyidagicha savol tug‘ilishi tabiiy:Ushbu I(V(f,, f5, .-, £)) va <f,f5, .-, fi>
ideallar tengmi?.

Bu savolni javobini biz quyidagi lemma orgali olishimiz mumkin:
l.4-lemma. fi,fs, ..., f. €Ek[x;, %5,...,x,] bo‘lsin. U holda ushbu

<fi.for o> ,IV(fL, 5, -, f2)) ikkita ideallar hech gachon teng bo‘Imaydi va
har doim <f,, f5, ..., .>< I(V(fi, £, ---, f.)) bo‘ladi.

Isbot. fe<fifo, -, f. = bolsin. U holda shunday
hy,hy,....,h, € k[xq, x5,...,%,] polinomlar
topiladiki, f =h, fi +h, £ +--+h_ f. tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerdan
barcha (a,, a,,-..,a,) €V(f,, fz, ..., fz) laruchun
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flay,as, ..., a,) = hy(ay,a,,..,a.)fi(ay,a;, ..., a,) +

h, (ay,a,,...,a,)f(a,,a,,...,a,) + -+ h (a,,a,,..,a,)f.(a;,a,,..,a,) =
0+0+4+--4+0=0

, kelib chigadi va bundan f € I(V(f,, f5,..., f.) bo‘ladi.

Shunday qilib, <f;, 5, ..., i>c I(V(fi, >, ---, ) ekanligi kelib chiqgdi.
1.6-tasdiq. V va W — k™ dagi affin ko‘pxilliklar bo‘lsin . U holda

(1) VEW bo‘lsagina fagat va fagat shu holda, I(V) = I(W) bo‘ladi.

(i)V=W bo‘lsagina fagat va fagat shu holda, I(V) = I(W) bo‘ladi.

Affin ko‘pxilliklar va ideallar o‘rtasidagi bog‘ligliklar va farglarni bilish juda katta
amaliy ahamiyatga ega bo‘ladi.

Biz kelgusida k[x,, x,,...,x,] polinomlar halgasida quyidagi ikkita asosiy
masalani garab chigamiz :

e (ldealning tafsiflanish masalasi). Har bir Ic k[x,, x,,...,x,] ideal chekli
yasovchilarga ega bo‘ladimi, ya’ni shunday f, f5, ..., fi € k[x,, x5, ..., X,
topilib 1=<f}, f5, ..., > mi?.

e (ldealga tegishlilik masalasi). Ushbu f,,f,..,f € klx,, x5, ...,%,]
polinomlar berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy fe€ k[x;, x,,...,x,,] polinomning

<fi,fs, ..., 2> idealga tegishlilik masalasi?

4-§.k[x1, x5, ..., x,] da monomlarni tartiblash.

Bir o‘zgaruvchili polinomlarni bo‘linish algoritmi monomlarni quyidagicha

tartiblash bilan bo‘lig:

B L L Ve = |

Algoritmning natiyjaviyligiga biz ketma-ket f vag,polinomlarning bosh hadlari
bilan ish ko‘ramiz,ya’ni gdagi ixtiyoriy hadlardan foydalanibf ning hadlarini*
tasodifiy ravishda” yo‘qotamiz.Bo‘linish algaritiminik[x,, x,, ..., x,,]halgada

umumiylashtirish vak[x,,x,, ..., x,,Jdagi polinomlar uchun go‘llashimiz uchun
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polinomlarning hadlarini tartiblashimiz juda muhim ro‘l o‘ynaydi.Chunki bu holat
bir o‘zgaruvchili polinomlar bo‘lgan holdan tubdan farg giladi.Shuni aytib o‘tish

joizki bu holda polinomlarni tartiblashning ko‘plab holatlari bo‘lishi mumkin.

Shuni ta’kidlaymizki x® = xJ* ...x,;"monomlar vaa = (a,,...a,) € Z%, daraja

ko‘rsatgichlari n-tanlanma (n-vektorli) orasida bir giymatli moslik mavjud.

Z%, da Dbiz aniglayotgan tartiblash,monomlar to‘plamida ham tartiblashni

aniglaydi: agar Z%, da @ > 8 bo‘lsa, uholda biz x® > x# deb aytamiz.

ZZ, dagi tartiblashlarni juda ko‘p usullar bilan berishimiz mumkin Polinom
monomlar yig’indisidan iborat bo‘lgani uchun biz uning hadlarini kamayish yoki
o‘sish tartibida joylashtirib olishimiz kerak bo‘ladi. Buning uchun monomlarni
ixtiyoriy juftini taqgoslay olishimiz va ularni ichida qgaysi biri katta ekanligini
aniglay olishimiz, ya’ni bizning tartiblash “chiziqgli “tartiblash bo‘lishi lozim.
Buning uchun ixtiyoriy x®vax?monomlar jufti uchun quyidagi munosabatlardan
biri bajarilishi lozim:

x® > xP, x* =xf, x* <xP,

Biz yana monomlarni tartiblash quyidagi go‘shimcha xossalarga ega bo‘lishini
talab  gilamiz.Agarx® > xf,  bo‘libx¥ — ixtiyoriy monom  bo‘lsa,
x%x¥ > xP x¥bolishi kerak.Vektor daraja ko‘rsatgichlar tilida bu agar ZZ,da
a > ffbo‘lsa, u holda ixtiyoriy yeZZ,, uchun @ +y = B + y bo‘lishi kerak.

Endi biz keying tariflarni berishimiz mumkin.

1.20-ta’rif. Istalgan=binar munosabat ZZ, uchunk[x,x,,...,x,] da

monomial tartiblash deyiladi agar u quyidagi xususiyatlarga ega bo‘lsa:
(1)  =munosabat ZZ,chizigli tartiblashdan iborat bo‘lsa;

(i) agara = B va yeZl, dan, a +y > f +y kelib chigsa;
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(i) >munosabbat ZZ, to‘la tartiblash bo‘lib, ZZ, ning istalgan gism

to‘plami uchun minimal (eng kichik) element mavjud bo‘lsa.
Keyingi lemma (iii) xossani tushunishga yordam beradi.

1.5-lemma.[15] =>tartiblash Z%,da to‘la tartiblash deyiladi fagat va fagat
shu holatdaki, Z%, dagi ixtiyoriy ga’tiy kamayuvchi ketma ketlik aniq quyi

chegarasiga
a(l) > a(2) > a(3) >..

ega bo‘lsa . Bizning tartiblashlarga birinchi misolimiz n-kordinatalarga nisbatan
leksikografik tartiblash bo‘ladi .

1.21-ta’rif.(leksikografik tartiblash).

Z%, da = tartiblash leksikografik  tartiblash deyiladi, agar ixtiyoriy
a = (ay,..a,), B =(By,--By) €ZZ, laruchuna — B € ZZ, ning eng chapdagi
no‘lmas Kordinatasi musbat bo‘lsa va uni a >, kabi belgilaymiz.Biz

x® >, xF kabi yozishimiz mumkin , agar @ >,,, 8 bo‘lsa.
Bir nechta misollar keltiramiz:

(@) (2,5,0)>,.(1,3,4), bo‘ladi & —p = (1,2,—4) dan.
(b) (2,3,4) >,..(2,2,1), bo‘ladi a — B = (0,1,3) dan.
(c) x4, x5, ..., x,0°zgaruvchilarni x; > x, = --- > x,,  kabi oddiy tartiblab
yozib olsak, u lex- tartiblashni tashkil giladi. (1,0,...,0)=;,,.(0,1,...,0)
Zone e Z1ax(0,0,...1),  bo‘libx, > x5 =, ... >, X,,Kabi  yoziladi,bu
holda o‘zgaruvchilarni o‘rinlarini almashtirib jami n! Ta lex tartiblashga
ega bo‘lamiz.
Biz ikki yoki uch nomalumli polinomlar bilan ishlayotganimizda qulaylik uchun,

X4, X5, Xxzlarnio‘rniga x,y,z kabi almashtirib ishlatamiz.
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1.4-natija. [15] Leksikografik tartiblash ZZ, da monomial tartiblashdan

iborat bo ‘ladi.

Juda ko‘p leksikografik tartiblashlar mavjud: har bir o‘zgaruvchilarni tartib bilan
yozilishida o°zining laksikografik tartiblanishi mos keladi.Hozirgina biz
x, > x, > --- > x,, tartiblanish bilan aniglangan laksikogarafik tartiblashni ko‘rib
o‘tdik.Lekin x,,x,,...,x,, larni ixtiyoriy tartibda berib yana unga mos bo‘lgan
leksikografik tartiblashni olamiz.Masalan,o‘zgaruvchilar ikkita xvaydan iborat
bo‘lsin. unda biz ikki xil leksikografik tartiblashni aniglay olamiz:birinchi
tartiblash x = y, boshqgasi esa y = x -tartiblash. O‘zgaruvchilar soni n ta bo‘lgan
holda, n! ta sondagi leksikografik tartiblashlar mavjud.Keyinchalik biz
“leksikografik tartiblash” deyilganda x, > x, > --- > x,, tartib berilganini

bildiradi. Leksikografik tartiblashda ,fagat kichik o‘zgaruvchilarni o‘z ichiga
olgan ixtiyoriy monomdan uning darajasiga bog’liq bo‘lmasdan katta bo‘ladi.

Masalan,x > y >z ftartiblashda,x >, y®z* bo‘ladi.Bazi hollarda bizga

monomlarni darajalarini ham hisobga olishimizga to‘g’ri keladi va bu holda biz
darajalarni  tagqoslashimiz kerak bo‘ladi.Bunday tartiblashga misol qilib

graudirlangan leksikografik tartiblashni olishimiz munkim.

1.22-ta’rif. (graudirlangan leksikografik tartiblash grlex). ZZ,da
>tartiblash graudirlangan leksikografik tartiblashni |, agar ixtiyoriy
a = (ay,..a,), B = (B --B)eZlya, BeZT, lar uchun :
lal =21, a; = |l =X, bo‘lsa , yoki |a| =8| bo‘lib @ >, B
bo‘lganda ,a >,,., # kabi kiritamiz.Boshgacha aytganda , grlex to‘la darajalar

bo‘yicha tartiblashdir, agar ular teng bo‘lsa lex -tartiblashdan foydalanamiz.

Bir nechta misollar keltiramiz:

@) (231)>5mex (1,20)  bofladi chunki  [(2,3,1)| = 6 > [(1,2,0)] = 3

ekanligi uchun.
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(b) (3,5,4)= griere (3,4,5), bo‘ladi chunki [(3,5,4)| = [(3,4,5)[teng lekin,
(3,5,4) =, (3,4,5) ekanligi uchun.
(c) x4, x5, ..., x,0°zgaruvchilarni x;, > x, > --- > x,, kabi oddiy tartibda

yozib olsak |(1,0,...,0)| = |(0,1,...,0)| = --- = |(0,0,...1)| teng va

X1 Ziax X2 Zlax - Zlox Xp€kanligi  va  grlex  tartiblashning  ta’rifidan
X1 Zgiex X2 Zglex -+ Zglex XnD0lishi kelib chigadi.

1.23-ta’rif. (graudirlangan teskar ileksikografik tartiblash
grevlex). ZZ, da = tartiblash  graudirlangan teskari leksikografik tartiblash
deyiladi : agar ixtiyoriya = (a,,...,), B = (B, ...B, e .a BeZl,lar uchun

Ial=ia;-3}|ﬁl=iﬁ;-

i=1

bo‘lsa yokile| = |B|bo‘liba — BeZZ,ning o‘ngdan eng chekli nol bo‘lmagan

kordinatasi manfiy bo‘lsa. Biz uni @ >g,..,i... £ kabi yozamiz.

grlex, grevlex tartiblashlarda darjalari teng bo‘lgan monomlarni tartiblash

ko‘rsatildi. Misollar:

(@) (2,3,5) =greviex (1,2,6), bo‘ladil|(2,3,5)] = 10 > [(1,2,6)| = 9dan.
(b) (4,6,4) >, cpiex (3,6,5)boladi|(4,6,4)] = [(3,6,5)|,vae — f = (1,0,—1)
bo‘lgani uchun.

Biz endi monomial tartiblashlarning polinomlar bilan ishlashda ganday

yordam berishini ko‘rib chigamiz. Ushbuf = ., a,x® € k[x,,x,, ..., x,] polinom
va = monomial tartiblash berilgan bo‘lsin.U holda biz = tartiblash yordamida f

ni yagona ravishda tartiblab yoza olamiz.

1.19-misol. Biz f = 3x*y* + 5y?*z* — 4x*y® + 3x*yz?ek[x, v, z] berilgan

bo‘lsin. U holda:

a) lex-tartiblashni go‘llasak f ni quyidagicha tartiblanadi:
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f=3x%yz? —4x*y> + 3x*y* + hy3z*
b)grlex —tartiblash bo‘yicha esa quyidagicha:
f=—4x?y>+5y3z* + 3x3yz? + 3x%y*
c)grevlex —tartiblash bo‘yicha esa ushbu ko‘rinishda yoziladi:
f=05y*z* —4x?y® + 3x?y* + 3x3yz?
Endi biz quyidagi tushunchalarni berishimiz mumkin bo‘ladi.
1.24-ta’rif.f = Y, a,x“k[x,,x,,...,x,]dagi no‘lmas polinom va > -

monomial tartiblashdan iborat bo‘lsin.

(@) f ning multidarajasi deb:
multideg(f) = max(a € £%,: a, + 0) ga aytiladi.

(bu yerda maksimum >tartiblashga nisbatan olinadi);

(b) f - polinomning bosh koifitsienti deb: LC(f) = @puisidegi )€K
ga aytiladi;

(c)f - polinomning bosh monomi deb:LM(f) = x™witideg(fgq
aytiladi;
(d)f -polinomning bosh hadi deb LT(f) = LC(f) = LM(f) ga aytiladi.
1.20-misol.1.19-misolda f = 3x*y* + 5y®z* — 4x*y° + 3x*yz? polinom

uchun = lex-tartiblashni go‘llasak. U holda biz quyidagi
multideg(f) = (3,1,2),
LC(f) =3,
LM(f) = x*yz?,
LT(f) = 3x*yz?,
tengliklarga ega bo‘lamiz.
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1.5-lemma.Nol bo‘Imaganf,g € k[x;,x,,...,x,] - polinomlar berilgan

boIsin. U holda quyidagi xossalar o ‘rinli bo ‘ladi.

(i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).
(i)Agar f+g #0, bo‘lsa
multideg(f + g) < max (multideg(f), multideg(g)).
bu yerda tenglik ,multideg(f) += multideg(g), bo lganda o ‘rinli bo ladi.

1.2-teorema.[15]( [x;,x5,...,x,] da bo‘linish algoritmi). ZZ,dagi=>
munosabatni  fiksirlaymiz, F=(fi,..,f.) © klxy,x,,..,x,],0a qarashli
tartiblangan s ta polinomlar qatori berilgan bo‘lsin. U holda

ixtiyoriyek[x,,x,, ..., x,], polinom

f=a,fitaf+--+af, +1,

kabi ifodalanadi, bunda a;rek[x,,x,,...,x,,] va r=0, yoki r polinom
LT(f,).,....LT(f.) larning birortasiga ham bo ‘linmaydigan polinomlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo ‘ladi (koifitsientlari k maydondan olingan). Biz r ni f
ni F ga bo‘lgandagi qoldiq deb ataymiz.Agar a;f; #0, bolsa
multideg(f) = multideg(f;) bo ‘ladi.

1.24-misol.Lex- tartiblangan fi=xy+1, vaf, =y*—1€k[x,vy]
berilgan bo‘lsin. Agar bizf = xv*—x ni F = (f;, f2), ga berilgan tartibda bo‘lsa
quyidagi natijaga ega bo‘lamiz

xy?—x = y(xy + 1) +0(y2 = 1) + (~x — )

Boshga tomondan f ni F = (f5, fi), ga shu tartibda bo‘lsak

xy*—x=x(xy+ 1)+ 0(xy+1)+0.

Ikkinchi tenglikdan ko‘rinadikif €< f;, f; =.

Shunday qilib, 2.1-teorema bilan berilgan bo‘linish algoritmi k[x] dagi bo‘linish

algoritimining mukammal bo‘lmagan umumlashmasi hisoblanadi.
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Hosil bo‘lgan muammoni to‘g’irlash uchun 1-bobda bayon etilgan bitta davoni
eslaymiz. Bizf,, f5, ..., fi€k[xy, x5, ..., x,], polinomlar bilan ish ko‘rganimizda
ulardan tuzilgan 1, idealni garab chiggandik. Boshgacha aytganda yuzaga kelgan
muammoni hal qilish uchun, o‘sahaidealni xosil giluvchi boshga polinomlar
jamlanmasini topish kerak.Tabiy ravishda quyidagi masala paydo bo‘ladi:ixtiyoriy
| ideal uchun “yaxshi” hosil giluvchi elamentlar to‘plamini ya’ni hisoblanadigan
goldiq bir giymatli va r=0 bo‘ladigan polinolar to‘plamini topa olamizmi.

Kelgusida Gryobner bazislari bunday “yaxshi” xossalarga ega bo‘lishini ko‘ramiz.

5-§.1dealga tegishlilik masalasi

Birinchi bobda biz ldeallar va ko‘pxilliklar bilan bog’liq bo‘lgan asosiy
uchta masalani keltirib o‘tgan edik. Birinchi masala idealning tafsiflanish
masalasi,ikkinchi bobning § 2 da Gilbertning bazislar hagidagi teoremasi orgali
hal qilindi.Endi biz ikkinchi masalani ya’ni idealga tegishlilik masalasini Gryobner

bazisi yordamida yechish mumkinligini ko‘rsatamiz.

Bo‘linish algoritimi va Gryobner bazisidan bir vaqtning ozida foydalanib,

idealga tegishlilik masalasini yechishimiz mumekin:

Bizga gandaydir! =< f;,...,f. = ideal va f polinom berilgan bo‘lsin, bizni
gizigtirayotgan asosiy masala f polinom I idealga tegishli yoki tegishli emasligini
aniglash.Buning uchun Buxbergar algoritmidan foydalanib | idealning
G ={g,, -, g:} -Gryobner bazisini topamiz.Endi f eI, bo‘lishi uchun fagat va
fagat f¢ = 0 bo‘lishi kerak.

3.1-misol. Bizga I =< fi,f, >=<x —y%,x* —z% >c C[x,y,z],ideal va
lex-tartiblash berilgan bo‘lsin.Ushbu f = —xyz® —xy” + xv — y*, polinomni
berilgan I idealga tegishli bo‘lish yoki bo‘lmasligini tekshiramiz.

Berilgan f; = x—v* va f, =x* —z? polinomlar I idealning Gryobner

bazisi bo‘lmaydi,chunki LT(S(f,, /2))=LT(—x*y* + 2z%) = x*y? monom
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<LT(f;),LT(f)> =< x > idealga tegishli emas.Masalani yechishni I idealning G

Gryobner bazisini topishdan boshlaymiz. S-polinomlardan foydalanib Gryobner

bazislarini qo‘lda hisoblab topamiz:

I =<fi,f, >=<x—y*x* —z> >c C[x,y,2], va lex-tartiblash,
fi=x=y% f=x"-2 fi,, €Clxyz]
a=(1,0,0),8 = (3,00 =y =(300)

SGuf) =2 it =Gy - 163 —22) = — 2%y 2% +
2

z2 = —x?’y*+z
I=<f,,fo >=<x—y*x*—2z*>, S(fi,f.) =—x?y*+z*€l va bo‘linish
algaritimidan foydalanib oson tekshirish mumkin, (—x?y?+z?) ni F={f.,f}
ga bo‘lgandagi qoldiq —y® + z? # 0 ,gateng va noldan fargli chigadi.
Demak uni f; = —y®+ z® orqali belgilab F to‘plamga qo‘shib olamiz.Endi
hosil bo‘lgan = {f;, f5,fz} , to‘plam uchun yuqoridagi gilingan amallarni ketma
ket bajaramiz.

S(f., f-)F =0, bolishini tekshirish qiyin emas. Endi  S(f,, f) ni hisoblaymiz.
a=(1,00), 8=(060) =y =(160).

.L,l".'h

S f) = fi =2 fy = yo =y + My +27) = 1y =y -

xy®+ xz? = xz? —y*
, bo‘linish algoritimini qo‘llasak S(f, f;)¥ = 0, natijani olamiz.Endi S(f,f;)

ni hisoblaymiz, @ = (3,0,0), g = (0,6,0) =y = (3,6,0).

St ) =S5 f - 2E

1622 — x3y6 + x322 = x3z% — 672

.fg = JJB(XE _zzj + xE (_3’64‘32] — xayﬁ_

, yana bo‘linish algoritmini qo‘llab ushbu S(f;, f;)¥ = 0, natijani olamiz.

Demak olingan natijalar quyidagicha: F = (fi, 2, f3) , uchun barcha
l<i<j<3larda S(f,f,)F =0 gateng boldi.

=>{f,fo, fa} = {x —y*,x* — 2%, —y®+ z%} —polinomlar
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I =<f,,f, >=<x—y? x* —z? > idealning Gryobner bazisi ekanligi kelib
chigadi.Topilgan bazisni to‘g’ri hisoblanganini tekshirish uchun Meple 12
dasturidan foydalanishimiz mumkin.Buning uchun Meple 12 da Gryobner paketini

ishga tushiramiz va quyidagi natijani olamiz.
G = {fl-fz-fg} = {JC —_"_er_xa _ZE_},E_ZE}

Endi bo‘linish algoritmidan foydalanib f ni G ga bo‘lamiz.

f=x-fi+0-f; —xy-f;+0.
Qoldig nolga teng chigganligidan f € I, ekanligi kelib chigadi.

3.2-misol. I=<f,,f, >=<x*—xy?, xy—z% x* —y?z>c C[x,vy,z],
va lex-tartiblash bo‘lsin.Ushbu f = x?y?z + xy? polinomni f € I? , idealga
tegishli yoki tegishli emasligini tekshib ko‘ramiz. Berilgan idealning yasovchilari

Gryobner bazisini tashkil gilmaydi.Meple 12 dan foydalangan holda Gryobner

bazisini topamiz.
G = {fl-fz-.fa-ﬁl-} = {X:LJ' _32.:}’4‘ _}’EZ.—}JEZ—F}!EJ:E_ x3 — x}rz}_

Ushbu bazis keltirilgan Gryobner bazisini tashkil giladi.
Bo‘linish algoritmidan foydalangan holda f ni G ga bo‘lamiz va quyidagi
natijaga ega bo‘lamiz.
f=x-i+0-£L+0-f; +v-f, +2xy3,

Qoldiq nolga teng chigmadi, demak bundan kelib chigadiki f € I ekan.
3.3-misol. Ushbu f = x%*yz — 2xv? + 2x ,polinomni

I=<fi,fo,fi >=<xz—y,xy+2z%,y—z >c (C[x,y,z] idealga tegishli yoki
tegishli emasligini tekshirib ko‘ramiz.

Berilgan to‘plam elementlari | idealning Gryobner bazisini tashkil gilmaydi.
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Biz uning G Gryobner bazisini Meple 12 dan foydalangan holda topamiz va

quyidagi natijaga ega bo‘lamiz
G={fi.fo,fa}={xz—z,v—22z*+z}

Bu bazis | idealning keltirilgan Gryobner bazisidan iborat bo‘ladi.

Endi f ni topilgan G ga bo‘lib berilgan savolni javobini izlaymiz:
f= (xzy + xy —g)-fl +(—2xy+3xz)-f, + Gx) “fs +2x+ 1.5z,

Qoldiq 2x + 1.5z ga teng chigdi demak bundan kelib chigadiki f € I bo‘lar ekan.

I-Bobning xulosasi

Birinchi bobda biz algebarik geometriyaning asosiy tushunchalari va
mavzuga alogador bo‘lgan bir nechta sodda tushunchalar bilan tanishdik. Affin
ko‘pxillik tushunchasi orgali k[x4, -.. .... x,,], halgada ideal tushunchasi berildi.

| bobnig asosiy natijalari quyidagicha:

e Algebrik tushuncha bo‘lmish polynomial halga va geometrik tushuncha
bo‘lgan affin ko‘pxilliklar orasidagi bog’ligliklar o‘rganildi.

e Polynomial halgada ideal tushunchasi berildi vau bilan polynomial halga
orasidagi bog’ligliklar o‘rganildi.

o k[x,,.......x,] halgadagi ideallar bilan bog’liq bo‘lgan asosiy uchta masala
yani,idealning tafsiflanish masalasi,idealga tegishlilik masalasi va berilgan

polinomial tenglamalar sistemasini yechish masalalari yuzaga keldi.
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11-BOB. IDEALLAR VA ULARNING BA’ZISLARI

1-§.Monomial ideallar va Dikson lemmasi.

Bu paragrafda biz idealning berilish masalasini monomial ideal bo‘lgan hol uchun
ko‘rib chigamiz.

2.1-ta’rif. I © k[x{, x5, ..., x,] ideal monomial ideal deyladi, agar
A < 7%, mavjud bo‘lib, | ning har bir elementi chekli sondagi polinomlarning
yig‘indisidan iborat bo‘lsa ya’ni X qeq ReX™ ko‘rinishda ifodalansa, bunda
h € k[xy,x3,...,x,]. Monomial idealni < x“:a € A > kabi belgilaymiz.

Ushbu ideal I =< x?*y> x*y? x>y* > < k[x,y] monomial idaelga misol
bo‘la oladi.Endi biz monomial idealga tegishli bo‘lgan barcha monomlarni

xarakterlaymiz.

2.1-lemma. I =< x% a € A =-monomial ideal bo‘lsin.U holda

xP monom x%, @€ A ga bo‘linsagina, fagat va fagat shu holda xfe |

bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz agar x* monom x® ga bo‘linsa, gandaydir y €Z", lar uchun
xF = x®xY bo‘ladi.Bundan chigadiki , B = a +y va a+Z7% = {a+y:y €Z%,}

to‘plam x“ ga bo‘linadigan monomlarning darajalari to‘plamidir.

2.1-misol. Agar =< x*y®x*y? xy* > bo‘lsa , biz I idealga tegishli

bo‘lgan monomlarning darajalari to‘plamini quyidagicha ko‘rinishda yoza olamiz

(3.:5)+ ZZ0)U ((4,.2)+220)U ((5.4)+220) -

2.2-lemma. | — gandaydir monomial ideal va f € k[x,x,,...,x,] bolsin.

Unda quyidagi shartlar teng kuchli:

(i) fel;
(if) f ning har bir hadi I ga qgarashli;
(iii) Qandaydir a, €k , x*€l va 0=<p <slaruchun f =2}3a, x*

bo‘ladi.
37



2.1-teorema. [11](Dikson  lemmasi) ] =< x“: @ € A > k[x,,X,,..., X,,]
Ixtiyoriy monomial ideal boIsin, u holda shunday a(1),...,a(s) € A sonlar

mavjudki 1=(x*) . xS, bo ladi.

Isbot. Isbotni n ta sonli nomalumlar uchun induksiya metodi yodamida olib
boramiz . Agar n=1,u holda I =<x{>,bunda @ € A c ZZ,. Endi S — A ning

eng kichik elementi bo‘lsin.U holda ,& € A lar uchun B < a bo‘ladi. Unda barcha

x{ barcha xf larga bo‘linadi , bundan I =< xf >,

Endi n>1 bo‘lib teoremaning tasdiqi k[x,,x,,...,x,,_,] halganing monomial
ideallari uchun o‘rinli bo‘lsin. k[x,,...,x,_;,¥] halgani garaymiz, bu halganing
monomiallari x%y™ shaklda yoziladi, bunda @€Z%;*, va meZ.,.
I € k[xy,...,x,,_y,y] —monomial ideal bo‘lsin. k[x,,...,x,_;] da gandaydir
m = 0 lar uchun quyidagi idealni gqaraymiz | =< x%|x®y™ € I =. Induksiya
faraziga asosan /| monomial ideal k[x,,..., x,,_,],da chekli yasalgan bo‘ladi ya’ni
J = {(x*®) ., x*©)y ] ning aniglanishiga asosan har bir i,1<i<s va
gandaydir m; = 0, dan x®(9y™ €] ligi kelib chigadi.Endi m- m, larning eng
kattasi bo‘lsin . Har bir 1,0 <1 <m—1, lar uchun J, < k[xy,...,x, 4] xFP,
xPyl €1 boladi. Induksiya faraziga asosan k[xy,...,x,_,] halgada shunday
x®2@) L x®E0 Jar mavjudki ], = (x®=®) ., x¥1G0Y ar bilan chekli yasalgan
bo‘ladi.Bu yerda x*1*0) € < xf|xFy™ € I bo‘ladi.
Endi | idealni quyidagi,

] idealdan x“Wy™ . x*ypm,

Jo idealdan x®@) . x%o(so)

], idealdan x®1My, . x%1Guy

Jon_y idealdan x®m-1ym=1 " yx@m-i(Sm-1)ym—1
monomlar ketma ketligiga tortilganligini ko‘rsatamiz.
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Buning uchun x“y?® € [ bo‘lsin. Agar p = m bo‘lsa, u holda 2.1-lemmaga va |
idealning tuzilishiga asosan x“y? monom x“®y™  ga bo‘linadi. Boshga
tomondan p=m-—1 , bo‘lsa yana 2.1-lemmaga asosan va [, idealning
tuzilishiga asosan x%y?® , monom x“?Uy?  monomga bo‘linadi. 2.2- lemmaga
asosan yuqoridagi monomiallar ketma ketligi xuddi I idealning monomial idealini

tashkil giladi. 2.1-natijaga ko‘ra bu ideallar bir xil bo‘ladi.

Teorema isbotini yakunlash uchun I idealning chekli yasovchilarga ega ekanligini
ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.O‘zgaruvchilar x,,x,, ..., x, tartibda joylashgan bo‘lsin.U
holda I =<x®:a € 4 >c k[x,,x,,...,x,] ,bo‘lishi anigq.Biz I chekli sondagi
x*:a €A lardan tuzilganligini ko‘rsatishimiz kerak bo‘ladi.Yuqgorida biz
[ = (xF1) . xFBG)y ekanligini isbotladik, bunda xf®el.Shunday qilib
[=<x%a€A> 24-lemmaga ko‘ra har bir xf® monom gandaydir
x“( monomga bo‘linadi, bundaa (i) € A.Bundan I = (x**), ..., x*E)) ekanligi
kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

2.1-teorema monomial ideal bo‘lgan holat uchun uni tavsiflash
masalasini  hal giladi,va unda chekli bazisga ega bo‘lishini isbotlandi.Bu oz
navbatida monomial idealga tegishlilik masalasini yechishga imkon beradi.

I = (x*%) __ x*E)) monomial ideal bo‘lsin.U holda oson ko‘rsatish mumkinki f
polinom I idealga ytegishli bo‘lishi uchun, f ni x*®*) . x*() monomlarga
bo‘lgandagi goladigan goldig nolga teng bo‘lishi kerak.

2.2-natija. =, Z%, dagi gandaydir munosabat bo ‘lib ,u quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin :

(i) =, munosabat ZZ, dagi chizigli tartiblash;

(i) agara = va yeZi,,dan a+y > B +y kelib chigsa;

U holda = munosabat Z%, da fagat va fagat barcha a € ZZ, lar uchun

a = 0 bo ‘lganda yaxshi tartiblashdan iborat bo ‘ladi.
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2-§. Gilbertning bazislar hagidagi teoremasi
Bu paragrafda biz idealni tavsiflash masalasini to‘liq yechimini beramiz.Buning
uchun bizga “yaxshi”’(bo‘linish algoritmiga nisbatan) xossalarga ega bo‘lgan
bazislarni aniglashimiz kerak bo‘ladi. Bunda bizning asosiy g’oya shundan iboratki

bizga gandaydir monomial tartiblash berilgan bo‘lsin, u holda f € k[x,,x,, -.., X,]
dagi har bir polinomning bosh hadi bir giymatli aniglanadi. U holda biz har bir I

ideal uchun uning bosh hadlaridan tuzilgan idealni quyidagicha aniglashimiz

mumkin.
2.2-ta’rif. I © k[x,,x,,...,x,]-no‘Imas ideal berilgan bo‘lsin.

1) LT(l) orgali I dagi polinomlarning bosh hadlari to‘plamini
belgilaymiz,ya’ni LT (I) = {ex® + fel valLT(f) = cx“}.
2) < LT(I) = ,orqgali esa LT(I) lardan hosil gilingan idealni belgilaymiz.

Biz avvalroq bo‘linish algaritimida bosh hadning ahamiyatini ko‘rib o‘tgan edik.

Endi < LT() > va <LT(fi),...LT(f.) = ideallarning o‘zaro munosabatini
garab chigamiz.I ideal I =<f,f5,...,f. =, chekli yasalgan bo‘lsin. U holda
< LT(f;),--,LT(f,) = va <LT(l)> lar har xil ideallar bo‘lishi mumkin. Qisqacha
qilib aytganda LT(f,)) e LT(I) c< LT(I) =; bundan esa
< LT(f}),...,LT(f_s) >c< LT(I) = ekanligi kelib chigadi. <LT(l)> katta

bo‘lishiga quyidagi misol yordamida ishonch hosil qilishimiz mumkin bo‘ladi.

2.2-misol. Bizga I=<f,f, > ideal berilgan bo‘lsin , bunda
fi=x*y—vyz+yz®+z? f, =x*—x+2z% k[x,v] halgadagi polinomlar va
grlex-tartiblash bo‘lsin. U holda
1(x*y—yz+ yz? +2z?) —y(x? —x+z%) = z%, bo‘ladi va bundan
esa z° €1,z> = LT(z*) e< LT(I) > ekanligi kelib chigadi.Boshga tomondan,
z> LT(f;) =x*v va LT(f,) = x* gabo‘linmaydi. Bundan 2.1-lemmaga ko‘ra
z? @< LT(f,), LT(f,) >, bo‘ladi.
40



Biz endi <LT(l)> -ning monomial ideal ekanligini isbotlaymiz. Bu xossa

bizga yangi natijani beradi.

2.1- tasdiq. I < k[x,,x,,...,x,])- halganing qgandaydir ideali bo ‘Isin. U
holda

(@) <LT(I)> - monomial ideal;
(b) shunday g1,y Gs €1, polinomlar
mavjudki< LT (I) >=< LT(g,),...,LT(g.) = tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot.(a)g. € I\{0} bo'lib, LT(g.) = x™ bunda
m = mulideg(g) = max{a € Z5,|a, = 0},g = X, a,x%, ekanligini va
LT(g) = a,LM(g) ekanligini esalatamiz. Bunda LT(g) va LM(g) lar noldan
farqli o‘zgarmasgagina farq qiladi.Bundan
< LM{(g)|g. € I\{0}} >=< LT(I) > ,ekanligi kelib chigadi . Demak, <LT(I)>
monomial ideal ekan.

(b). I ,ideal g. € I\{0} bo‘lganda ,LM(g) monomlarga tortilgan bo‘ladi va
shuning uchun Dikson lemmasiga ko‘ra shunday g, ..., g, € I,lar mavjudki ular
uchun  ushbu < LT(I) >=< LM(g,),...,LM(g,) > tenglik  o‘rinli
bo‘ladi. LT (g;) lar LM(g;) dan nolda farqli o‘zgarmaslarga farq qgilgani uchun,
< LT(I) >=<LT(g,),...,LT(g.) = tenglik o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.

Endi biz 2.1-tasdiqdan va bo‘linish algoritmidan foydalanib ixtiyoriy polynomial
ideallarning chekli yasalgan bo‘lishini isbotini beramiz.Bu bizga idealning berilish
masalasini ijobiy yechimi bo‘la oladi. I © k[x,,x,,...,x,]- qandaydir ideal va

<LT(l)> -uning bosh hadlaridan tuzilgan ideal bo‘Isin.

2.2-teorema.(Gilbertning bazislar hagidagi teoremasi)l  k[x,,x,,...,x,]
halganing ideali bo‘lsin u holda shunday g,,...,g. €I polinomlar mavjudki

I =<g,,...,9; =, ideal shu polinomlar bilan chekli yasalgan bo‘ladi .
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Isbot.Agar I = {0}, bo‘lsa u holda I =< 0 = bo‘ladi.Faraz qilaylik [
ideal g4, ..., g. lardan tuzilgan nolmas ideal bo‘Isin,u holda 2.1- tasdigqa ko‘ra
<LT()>=<LT(g,), ...,.LT(g,)> tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ravshanki, < g4, ..., g; =< I bo‘ladi. fek[x,,x,, ..., x,,]-halganing
gandaydir element. Birinchi bobning 6-§ paragrafdagi bo‘linish algoritmidan
foydalanib ,f ni g4,..., g, larga bo‘lib chigamiz. Natijada f ni quyidagicha
tasvirlashimiz mumkin

f=a,g,ta,g, +-+a,g, +r,
bunda r qoldigning hech bir hadi LT(g,), ...,LT(g.) larga bo‘linmaydi.Bundan
esa

r=f—afi—afp—-—a.f el
Agar r =+ 0, bo‘lsa LT(r) €< LT(I) >=<LT(g,),...,LT(g.) > bo‘ladi va 2.1-
lemmaga ko‘ra , LT(r) monom LT(g;)larning hech bo‘lmaganda bittasiga

bo‘linadi.Bu garama-garshilik esa = 0 ni noto‘g’riligini inkor giladi
f=ag.+a, 9, +-+a,g. +0e<g,,..,9:>

shunday qilib, I © < g4, ..., g. =.Teorema isbot bo‘ldi .

3-§. Gryobner bazislari

2.2-teorema {g,,..-, g.}, bazis fagat idealning tavsiflabgina golmasdan ,yana
bir mahsus < LT (I) =>=< LT(g,),...,LT(g.) = xo0ssaga ega bo’ladi.2.2-misoldagi

idealning bazislar bu xossaga ega emasligini ko’rib o’tgandik.Bunday xossaga ega

bo’lgan bazislar maxsus nom bilan ataladi.

2.3-ta’rif. Monomial tartiblash  berilgan bo‘lsin. | idealning

G =1{g,,...,g-} — chekli gism to‘plami uning Gryobner bazisi(standart bazisi)
deyiladi, agar
< LT(gy), -, LT(gs) >=< LT(D) >pjcq.
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Bu ta’rifni yana boshgacha ham berishimiz mumkin: {g,,...,g.} =1 to‘plam I
idealning Gryobner bazisi deyiladi fagat va fagat shu holdaki I ning ixtiyoriy
elementining bosh hadi, LT(g;) ning hech bo‘lmaganda bitta bosh hadiga

bo‘linsa. 2.2-teorema isbotidan quyidagi natija kelib chigadi.

2.3-natija.Biror monomial tartiblash berilgan bo‘lsin.U holda ixtiyoriy nol
bo‘lmagan I © k[x,,x,,...,x,], ideal Gryobner bazisiga ega bo‘ladi va | ning har

ganday Gryobner bazisi uning odatdagi bazisi ham bo‘ladi.

Isbot. I — nol bo‘lmagan ideal bo‘lib, G ={g,,...,g:} - 2.3-teoremaga

ko‘ra tuzilgan to‘plam.Bu to‘plam ta’rifiga ko‘ra Gryobner bazisi ham

bo‘ladi.lkkinchi tasdiqga kelsak , 2.3-teoremada isbotlanganligidek,agarda

< LT(I) >=<LT(g,) ,..-,LT(g,) = bo‘lsin, u holda I =< g4,...,g. >, bo‘lib
G ={g,,--, 95} ,I idealning odatdagi bazisi ham bo‘ladi.

Keyingi paragrafda biz Gryobner bazislari xossalarini batafsil qarab
chigamiz.Ular yordamida idealga tegishlilik masalasini yechish munkimligini

ko‘rsatamiz.

Polinomial halgalarda Gryobner bazislari  tushunchasi  1965-yilda
B.Buxberger tomonidan fanga Kkiritildi.Uning bunday nom tanlashiga sabab Imiy
rahbari B.Gryobner(1899-1980)ning qgilgan ishlari tasirida bu yangi natiyjalarning
paydo bo‘lganligi edi. Darajali gatorlar halgasida unga turdosh “standart bazis”
tushunchasini  unga bog’ligsiz ravishda 1967-yilda X.Xironaki fanga
Kiritdi.Buxberger Gryobner bazislari bilan ishlashning asosiy algoritmlarini ishlab
chiqdi. “Gryobner bazisi” atamasi inglizcha «Groebner base» Yyozuvidan

kompyuter algebrasining bazi sistemalarida buyrug’ sifatida foydalaniladi.

Bu paragaraf oxirida bazis hagidagi Gilbert teoremasining ikkita tadbig’ini
garaymiz.Birinchisi bu  k[x,,x,,...,x, ] dagi ideallar hagidagi sof algebraik

xossalardir
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2.3-ta’rif. I  k[x,,x,,...,x,,] — gandaydir ideal bo‘lsin. V(I) to‘plamni

quyidagicha

V() ={(ay..,a,) €k f(ay,..,a,) =0 barcha fel}.
ko‘pinishda aniglaymiz.

Nol bo‘lmagan ideal cheksiz ko‘p turli polinomlarni o‘z ichiga olsada V(I)

to‘plam chekli sondagi polinomial tenglamalar bilan aniqlanadi.

2.2-tasdiq. V(I) affin ko‘pxillikdan iborat.Xususan, agar I =< f;,....,f, =
bo‘lsa, unda V(I) =V(f,..., f;,) ,tenglik o‘rinli bo‘ladi.

4-§.Gryobner bazisinig xossasi

2.3-tasdiq. I © k[x,,x,,...,x,] gandaydir ideal bo‘lsin,G = {g4,..., g} —I
idealning Gryobner bazisi va f € k[x,,x,, ..., x,] bo‘lsin.U holda shunday yagona
re k[x,,x,,...,x,] mavjudki, u quyidagi ikki shartlarni ganoatlantiradi:

1) r polinom LT(g,),....LT(g,) larning birortasiga ham bo‘linadigan

hadga ega emas;

2) shunday yagona gel, mavjudki f = g+ r tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Boshgacha qilib aytadigan bo‘lsak , f ni G, ga bo‘lgandagi qoldiq bo‘lishni G
dagi polinomlarning qgaysi biridan boshlanishiga bog’liq emas.

Bunda r qoldigga, f polinomning normal formasi deyiladi.
2.4-natija. I < k[xy,x,,..,x,] Qqandaydir ideal,G ={g,,...,gs} -l
idealning Gryobner bazisi va f ek[x;,x;,...,x,,] bo‘lsin.U holda f ni G

bo‘lgandagi qoldig no‘l bo‘lgandagina fagat shu holda f eI bo‘ladi.

Isbot. Agar qgoldiq nolga teng bo‘lsin,u holda | idealning tarifidan f el
ekanligi kelib chigadi.Boshga tomondan f el bo‘lsajunda f=f+0 deb
yozishimiz mumkin va bu tenglik
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2.3-tasdigning ikala shartini ham ganoatlantiradi.Shunday gilib qoldigning
yaganaligidan uning nolga tengligi kelib chigadi.

2.5-ta’rif. f,gek[x,...,x,]—nolmas polinomlar.
a) multideg(f)=c ,multideg(g)=p va y=@G4...7,)=MaX(x,B) 1<i<=n

bo‘lsin.

U holda x” ga LM(f) va LM(g) larning eng kichik umumiy karralisi deyiladi

va x” = LCM(LM(f), LM(g)) kabi belgilanadi. b) f
. . . _ X X7 . .
va g larning S- polinomideb S(f, g)= LT(f)'f_LT(g)'g ga aytiladi.
2.4-misol. f=x*y*z—x*y*+ xz, g=x*yz? +y*z+3,

f,g € R[x,v,z], va grlex-tartiblashdan foydalanamiz.U holda

a=(421),F8=(312) vay = (4,2,2) ekanligini olamiz.

x*y2z? xty?z?

S(f.g) = g =

x*y2z x3yz?

=z-f—xy-g=z(x*vz—x*y*+xz) —xy(FPyz® +y*z+3) =
= —x*y?z —xy®z — 3xy + xz=

S-polinom  S(f,g)-bosh hadlarni gisgartirish uchun maxsus ishlab chigilgan.
Quyidagi lemma polinomlar kombinadsiyalarida bosh hadlarni ixtiyoriy
qgisqartirish  bir xil multidarajalarda S—polinomlarning qisqgartirish bilan
bog’ligligini tavsiflaydi.

2.4-teorema. I —gandaydir polynomial ideal bo‘lsin. U holda I idealning
biror G = {g,,--., g5} bazisi $(g;,g;) ni G ga (gandaydir tartiblash bo‘yicha)
bo‘lganda hosil bo‘lgan qoldiq S(g;,g;)¢ barcha i #j lar uchun nol bo‘lgan

holdagina Gryobner bazisidan iborat bo‘ladi.
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5-§. K[x,.-,x,] halga ideali Gryobner bazisining yuqori darajali

tenglamalar sistemasini echishga qo’llanilishi

Gryobner bazislari matematikaning muammolarini, kompyuterga oid
tadqgigotlarni, injenerlik hisob-kitoblarda va tabiiy fanlarda yuzaga keladigan
masalalarni hal qilishda hisoblash algoritmlari bilan ta’minlaydi. Gryobner
bazislarining haqigiy ahamiyati shundan iboratki, ularni kompyuterda hisoblash
mumkin.

K[x,,---,x,]halganing nol bo‘lmagan har ganday ideali Gryobner bazisiga

ega. Bu tasdigning isboti fagat bazisning mavjudligini ko‘rsatadi, ammo bazisni
qurish algoritmini bermaydi [2].

| dealning Gryobner bazisini qurish algoritmini quyidagi misolda ko‘rsatib
beramiz.

Yugori darajali quyidagi tenglamalar sistemasini echish uchun uning idealining
Gryobner bazisini topamiz.

vzt +x*+yz=0,f
yi+x—xz=0, f,
xy+z:—1=0,f

Bu sistemaning ideali quyidagidan iborat:
I=<yz?+x*+yzy*+x—xz,xy+2z> — 1>

Buf; ., f5, fzlar Gryobner bazisidan iborat. Lekin, bu bazis berilgan tenglamalar
sistemasini echish imkoniyatini bermaydi.

Gryobner bazislarini qurish jarayonidaS-polinomlar ixchamlashtirishlarni

amalga oshirishda yordam beradi. Bu quyidagi teorema yordamida amalga
oshiriladi.

Teorema[1,635bet].] K[x,,---,x,]halganing nol bo ‘Imagan ideali bo Isin
.Uholda I idealning birorG = {g;,..., g:}bazis i5(g;, g;)G ga (biror tartiblash

bo ‘vicha) bo ‘linganda hosil bo ‘Igan qudiqS(g!-.gj)Gbarchai. j (i # jlar uchun
nol bo ‘lganda va fagat shu holdagina I idealning Gryobner bazisidan iborat
bo ‘ladi.
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Biz teorema yordamida G = {yz®+ x*+vyz,y*+x—xz,xy +z>—1}
sistemaning x > y = z lex-tartiblash bilan Gryobner bazisidan iborat ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun S(f;, f>) ko‘phadni hisoblaymiz.

S, o) = %(}fzz +x% +yz) + %@z +x —xz) = yz® +yz¥ + xy? + x%.
Shunday qilib, S(f;, f>)polinomni f;, fyyordami bilan ixchamlaymiz
Buerdan S(f,,f>) = vz® + yz? + (1 —2)y —yz® — yz
S(h.fr)=yz*+y—yz° —yz

Kelib chigadi. Endi  S(f,, ;) ni garaymiz.

X)

S fi) = == (v +x —x2) ==

Z
T+ 72 — 1) = —v3 — yy—z3 +
xy(if} ZZ-D=-y'—xy-—z°+z

S(f, f;)=—y?* —xy—z3+ 2z, polinomni f; yordamida ixchamlaymiz
S, i) =y*4+z> —z" —z+ 1,

Endi  S(f;, f3) nigaraymiz.

2 2

7 XV
XEJ (v*+x —xz) - x}r} (xy+z2—1)=y*2*+y*z—xz* +x

X

Sl:fl-faj =

S(fi, f2) = v?z? + y?z— xz? + x polinomni f, yordamida ixchamlaymiz

S, fB)=y*z2+y?z— (y* +x)z+x = y?z°> — xz + X,
yanaf, yordamida ixchamlaymiz S(f, f3) = v?z? — y=.

endi S(f, ;ni S(f, f;) vordamida ixchamlaymiz y*z*— y*=0, tenglikni
ikkala gismini 'y ga ko‘paytirib, y3z* — y3=0 tenglikga egabo‘lamiz va
uniS(£, fz ) polinom yordamida ixchamlaymiz.

(—z*+z2+z—-1)(E*—1)=—2>+2z*+22* -2z -z +1

S(fy, fa)=z> —z* —2z2° + 2z +z -1
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22—z 2234222 +z—1,yz2® —yzt —vyz+y vzt —y?y P+ 23— 22—
z+1lxz—y?—x,xy+z*—1,yz?+x*+ vz

]

Bu bazis gradiurlangan leksikografik tartiblash yordamida hosil gilingan

—xz+y*+xxy+zt—1lyvz?+x*+yzxlz—2x*—yz—y,z* —x*+z° —
z? —z,xz® —xz* —xz +x,x* — 2xz® + 2x

]

Shunda yqilib,berilgan tenglamalar sistemasi quyidagi sistemaga keltiriladi

(2> —z* —22°+22°+z—1=0
yzd —yz? —yz+y=0
y2z2 —y2 =
1 xz—y*—x=0
yi+z3—2z2—z+1=0
xy+z2—1=0
\ yzZ+x*+yz=10

Bu sistemaning birinchi tenglamasi fagat bir o‘zgaruvchidan bog‘liq bo‘lganligi
uchun uni echish mumkin va boshqga tenglamalardan barcha noma’lumlarning
giymatlarini topamiz

z°—z*—22342z°+z—-1=0
Tenglamani echish uchun ko‘phadni guruhlarga ajratamiz.
z(z—1)—2z*(z—1)+(z—1)=0 va umumiy ko‘paytuvchini gavsdan

tashqariga chiqarib,(z — 1)(z* — 2z? + 1) = 0 tenglamani hosil gilamiz,

Bu tenglamadan z ning giymatlarini topamiz z = 1, z = —1. z ning giymatlarini
5- tenglamaga qo‘yib,yning giymatlarini topamiz, y=0, 1z, y ning giymatlari
yordamidax ning gqiymatlarini topamiz,buerdanx = 0 va sistemaning echimlari
to‘plami quyidagiga teng bo‘ladi.

{x=0,y=0z=—-1}{x=0,y=0,z=1}
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Endi bu masalani Maple kompyuter algebrasi tizimida echish algoritmini
keltiramiz.

>with(Groebner):
SF 1= [y*z"2+x72+y*Z, yN2+X-X*Z, X*y+z272-1],
F= [yz2 + +yz —xz—l—y2 +x,xy+22 — 1]
>Basis(F, plex(x,y,z)); # lexicographic order withx >y >z
[25 A2 42 4z — l,yz3 —y22 —yz+y,y222 —yz,y3 +72 -2 —z+ l,xz—y2
—x,)cy+z2 — l,yz2 + 3 +yz]

>Basis(F, tdeg(x,y,z)); # graded reverse lexicographic order
[—xz -|-y2 +x,)cy+z2 — l,yz2 + +yz,x22—2x2 —yz—y,z4 — X 4+7 -7 —z,xz3

—x7 —xz+x,x4 —2x? +2x]

>Basis(F, 'tord’); # choose a term order and assign it to tord
[25 A 2P 42t 42— l,yz3 —y22 —yz+y,yzz2 —yz,y3 +2 -2 —z+ l,xz—y2

—x,)cy—|—z2 — l,yz2 + 2 +yz]

plex(x,y, z)
>Basis(F, 'tord’, order="grlex"); # choose a graded lex order
[xz—y2 —x,xy+22 — l,yz2 + X —i—yz,y3 +72 -2z 1,24 P+ -7 —z,x4
— 257z —2y"]

griex(x,y, z)
>Basis(F, plex(x,y,z), characteristic=3); # computation over Z[3]
[P +22 42 422 424202 +2y2 42y 40 P 2+ 205 P + 2 422 422+ 1,
xz-i-Zy2 +2x,xy-|-z2 +2,yz2 + +yz]

> G, C := Basis(F, plex(x,y,z), output=extended); # compute a transformation
matrix
G C:= [25 — A2l 2t - l,yz3 —y22 —yz—i—y,yzz2 —yz,y3 +2 -2 —z+ I, x:
2 2 2 2 _ 2 3 2 _
V' —x,xy+z Lyz +x —i—yz],[[ xz+x,-x",z +xy—=z2 Z+1],[Z 1, x,
) [ -z—1, -x], [0, 3,z — 1], [0, -1,0], [0,0, 1], [1,0,0]]

> [seq(expand(add(C[i][j]*F[j]. J=1...nops(F))), i=1..nops(C))];
[25 A 22 42— l,yz3 —y22 —yz+y,y222 —)/2,J/3 +2 -2 —z+ l,xz—y2
—x,)cy—|—z2 — l,yz2 + 2 +yz]

>solve({z5 — 27 —I-?_zz—+-z—1:0,yz3 —yzz—yz—i—yZO,yzzz—yZZO,y3 +2 -7
—z+1=0,xz—y2—x=0,xy+22—1=0,y22+x2+yz=0}, {x,y,z});

{x=0,y=0,z=-1}, {x=0,y=0,z=1}
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| dealning Gryobner bazisini qurish algoritmini quyidagi misolda ko‘rsatib
beramiz.

Yugori darajali quyidagi tenglamalar sistemasini echish uchun uning idealining
Gryobner bazisini topamiz.

xy—xz+y*=0
x*y—x*+yz=0
—xy+x+y=20

Bu sistemaning ideali quyidagidan iborat:
[=<xy—xz+y*x*y—x*+yz,—xy+x+vy>

Buf; ,f>, fzlar Gryobner bazisidan iborat. Lekin, bu bazis berilgan tenglamalar
sistemasini echish imkoniyatini bermaydi.

Gryobner bazislarini qurish jarayonida S-polinomlar ixchamlashtirishlarni

amalga oshirishda yordam beradi. Bu quyidagi teorema yordamida amalga
oshiriladi.

Teorema[1,635bet].] Kl[x,,---,x,]halganing nol bo ‘Imagan ideali bo Ilsin
.Uholda I idealning birorG = {g,,..., g:}bazis i5(g;, g;)G ga (biror tartiblash

bo ‘yicha) bo ‘linganda hosil bo ‘Igan qudiqS(gi,gj)sbarchai,j (i # j)lar uchun
nol bo ‘lganda va fagat shu holdagina I idealning Gryobner bazisidan iborat
bo ‘ladi.

Biz teorema yordamida G = {xy —xz+ v, x*y — x* + yz,—xy + x + v}
sistemaning x > y = z lex-tartiblash bilan Gryobner bazisidan iborat ekanligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun S(f;, f>) ko‘phadni hisoblaymiz.

S(fi. f2) = % (xy—xz+vy?*)— % (x*y—x*+yz)= —x’z+ xy* +x* —yz
Shunday qilib, S(f;, f5) polinomni f;, f; yordami bilan ixchamlaymiz
Buyerdan S(f,,f,) = —(xy + y*)x+ xy? + x* — yz

S ) =—@+y)x+x* —yz=—xy —yz=—(x+y) —yz

S(f., f:) = x+y+yz Kelib chigadi. Endi  S(f;, f;) ni garaymiz.
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2 2

x2y x?y
S(f2. 1) =xTy(l’2}’_x2 +yz) +

— XXV t+x+v)=vVE+ xv
xy( Xy +x+y) =yz+x)

S(f, f;)=yz + xy, polinomni f; yordamida ixchamlaymiz

S(f2, 2)=yz + xz — y* Endi S(f}, f,) yordamida ixchamlaymiz
S(h.fi)=z(x+y)—y*=z(—yz) —y* =0 S(f;, i) = yz* +y?

Endi S(f;,f;) ni garaymiz.
Xy xXv
St 12 =x—;(xy—x2+y2)—:}y(—xy+x+y) =—xz+y*+x+y

S(fi, fz) = —xz + y* + x + y polinomni f;vaf, yordamida ixchamlaymiz

S(f., f3) = vz? +yvz® + vz bo’ladi shunday gilib quydagi gryobher bazisiga
egabo’ladi [yz® +vz® + vz, vz? + vy, vz + x + V]

Bu bazis gradiurlangan leksikografik tartiblash yordamida hosil gilingan
yz+x+y,—xz+y> +x+y,xy—x—y,x> +xz,x22 + x +y]

Shunda yqilib,berilgan tenglamalar sistemasi quyidagi sistemaga keltiriladi

yz? +yzt+yz =0
vzt +y:=0
vi+x+y=20

Bu sistemani  echish mumkin va boshga tenglamalardan barcha noma’lumlarning
giymatlarini topamiz

{x=0,y=0,z=2z},
x=(E"—z+1),y=—(E*—z+1)+1,z=—(22—z+ 1)},
iV3).

( z*—z+1=0, z=-%

B3| =
B | b

Endi bu masalani Maple kompyuter algebrasi tizimida echish algoritmini
keltiramiz.

> F := [x*y-x*z+y”2, x*2*y-x"2+y*z, -x*y+x+y];

FF%xy—xz+y{fy—mg+y;—xy+x+y]
> Basis(F, plex(x,y,z)); # lexicographic order with x >y > z

[yz3 —I—yz2 —l—yz,yz2 +y2,yz+x+y]
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> Basis(F, tdeg(x,y,z)); # graded reverse lexicographic order
[yz—f—x—i—y, —xz—l—y2+x+y,xy—x—y,x2+xz,x22+x+y]

> Basis (F, 'tord'); # choose a term order and assign it to
tord
[yz3 +y22 +yz,y22 +y2,yz+x+y]
> tord;
plex(x,y, z)
> Basis(F, 'tord', order='grlex'); # choose a graded lex order
[xy—x—y,x2 —|—y2 +x+y,x2 +xz,yz+x+y,x3 +x+y]
> tord;
grilex(z, y, x)
> Basis(F, plex(x,y,z), characteristic=3); # computation over
zZ[3]
[yz3 +y22 +yz,y22 +y2,yz+x+y]
> G, C := Basis(F, plex(x,y,z), output=extended); # compute a

transformation matrix
G, C:= [yz3 -|-yz2 —|—yz,yz2 +y2,yz+x+y], [[z+ 1,22 —y,x22 —xy—!—z2 —y+z], [1,z
—lLxz—x+z],[0,1,x + 1]]

Idealning Gryobner bazisini topishga doir misollar.

1-misol. Quyidagi idealning minimal Gryobner bazisini tuzing. Bunda x > y > z
leksik tartiblash o’rnatilgan.

J=(x%2-1,(x— 1Dy, (x+1)2)
Yechimi.

1) fi=x*-1fo=xy—y fa=xz+z belgilab olamiz. Bundan
fig = %%, f25 = xy, fa, = xz ekanligini topish mumkin.

Mumkin bo’lgan barcha ko’pxadlarni tuzamiz, ya’ni ikkita ko’phadning S ko’phadini
topamiz:

S(fi,fa) = (x?2 — 1)y — (xy — y)x = xy — . Ushbu baziz berilgan bazizlar ichida

bo’lgani sababli, uni tashlab yuboramiz;

S(fi,fs) = (x?— 1)z — (xz + z)x = —z — xz.Ushbu baziz ham berilgan bazislar
ichida mavjud.S(f5, f3) = (xy —y)z — (xz + z)y = 2yz. Ushbu topilgan baziz esa
fi, f2, f3 bazislar bilan boshqa ko’pxad tashkil gilmaydi. Uni yangi bazis sifatida
kiritamiz:  f, = yz. Hosil bo’lgan (fi,f>,fs, fa) bazisda barcha ko’pxadlar

yechiluvchi. Brilliant lemmaga asosan, ushbu basis Gryobner bazisini tashkil giladi.
Shuningdek, ushbu bazislarning birortasining bosh hadi boshga birining bosh hadiga
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bo’linmaydi va ulardagi birhadlarning birortasi ham ushbu bazislar bosh hadlariga
bo’linmaydi. Demalk,

(x2—1,(x — 1)y, (x + 1)z,yz) basis berilgan J idealning minimal Gryobner bazisi.

2-misol. Quyidagi idealning minimal Gryobner bazisini tuzing. Bunda x =y > z
leksik tartiblash o’rnatilgan.

J=x*—1,(x— Dy, (x—1)2)

Yechimi. fi=x*—1,f, =xy—y,fs =xz—z. Mumkin bo’lgan barcha
ko’pxadlarni yechamiz:

S(fi.fo) = (x* =1y —(xy=y)x = -y +xy = f.
SH.fa)=(x*-1z—(xz—2)x =—z+2xz=fa.
S(fafa) = (xy —y)z—(xz—2)y = 0.

Demak, ushbu (f;, f>, f3) bazislar uchun barcha ko’xadlar yechiluvchi. Ya’ni ushbu
basis Gryobner bazisi bo’ladi. Shuningdek, (x2—1,(x — 1)y, (x —1)z) bazis J
idealning minimal Gryobner bazisi ham bo’ladi.

3-misol. Quyidagi idealning minimal Gryobner bazisini tuzing. Bunda x =y > z
leksik tartiblash o’rnatilgan.

2 xy?z—xyz, x*y? —2z)

] = (x3yz —xz
Yechimi. f; = x3yz —xz?%, f, = xy?z —xyz, f3=x%y? -z,
1) fi va f, ko’phadlarning S(f;, f>) ko’phadini topamiz:
S(fi.f2) = (x®yz — xz%)y — (xy®z — xyz)x* = x*yz — xyz®
S(fi,f>) ko’phadni f; ko’phad yordamida reduksiyalaymiz:

S(fu f2)~(cPyz — xyz?) — (Pyz — x2%) = —xyz* + x2° = fj

Boshqa reduksiya yo’q. Demak, f; ni bazislar qatoriga qo’shamiz. Ya’ni
(fi, f2, f3, fa) bazislar sistemasi paydo bo’ladi. Ushbu sistemada oldin garalmagan

mumkin bo’lgan barcha ko’pxadlarni topamiz.

2) fi va f3 ko’phadning S ko’phadini tuzamiz:
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S(f1,fs) = (Pyz — xz*)y — (xX*y® — 2)xz = —xyz® + x2°

Bu ko’phad yuqoridagi f; ko’phad bilan bir xil.

3) f; va fi ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fi, f) = (x3yz — xz2)(—2) — (—xyz? + xz?)x%? = —x32? + x2°

Ushbu ko’phad uchun soddalashganlar yo’q. Demak, fs = —x>z* + xz® bazis
sifatida olamiz.

Endi (f1, f2, f3, fa, f5) sistemadagi oldin qaralmagan barcha ko’pxadlarni topamiz.
4) f; va f5 ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:

S(fi, fs) = (x3yz — xz2)(—2) — (—x322 + xz®)y = —xyz® + x2°
fa yordamida soddalashtiramiz:

S(fi fo)~ —xyz® + xz3 — (—xyz2 + xz%)z=0

5) f> va f3 ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fof3) = (xy*z — xyz2)x — (x*y? — 2)z = —x%yz + 2°

Ushbu ko’phad uchun soddalashgani mavjud emas. Demak, fg = —x2yz + 2% deb
olamiz.

Natijada (fi, f2,f3 fu. f5, fe) bazislarni hosil gilamiz. Ushbu bazislarda oldin
garalmagan barcha zatsepeliniyalarni garaymiz:

6) f1 va fg ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:

S(fi.fe) = (Pyz — xz*) — (—x*yz + 2" )(—x) = 0

7) f> va fy ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:

S(fo. fa) = (xy?*z — xyz)z — (—xyz® + xz*)(—y) = 0

8) f> va f5 ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fo fs) = (xy?z — xyz)x’z — (=x°2% + x2° ) (—y?) = —x°yz® + xy*2°
f1 yordamida reduksiyalaymiz:
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S(fo, o)~ —x3yz? + xy?z% — (x3yz — x2z%)(—2) = xy?z% — x23
f> yordamida soddalashtiramiz:

xy?z3 — xz3~(xy?z3 — x23) — (xy?z — xyz)z%? = xyz® — x2°
fa yordamida soddalashtiramiz:

xyz® — xz3~(xyz® — x2%) — (—xyz? + xz%)(—2) = 0

9) f, va f¢ ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(farfe) = (xy*z — xyz)x — (—x’yz + z°)(—=y) = —x’yz + yz°

fe yordamida soddalashtiramiz:

S(fo,fe)~ — xzyz s yzz — (—xzyz +z2) = yzz — 72

2

Boshga ixchamlashtirishlar mavjud emas, demak, f; = yz? — z? ko’phadni bazislar

qatoriga qo’shamiz.

10) f; va f; ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fi, f) = (x3yz — xz2)z — (yz? — z2)x3® = x32% — xz3
Ushbu ko’phad f5 bazisni ifodalaydi.

11) f5 va f7 ko’phadlar S ko’phadini topamiz:

S fy) = (xy*z — xy2)z — (y22 — 22)xy = 0

12) f5 va fi ko’phadlar S ko’phadini topamiz:

S(f3. fa) = (x*y* — 2)z% — (—xyz® + x2°)(—xy) = x*yz* — 2°
fa yordamida ixchamlaymiz:

S(fz, fo) = x%yz% — 23 — (—xyz? + xz2)(—x) = x?2% — 73
Boshga soddalashganlari yo’q, fs = x?z* — z* deb olamiz.

Hosil bo’lgan (fi, f5, f3, fa. f5, fe, f7, fs) bazislarda oldin garalmagan barcha hollarni
garaymiz.

13) f; va fg ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:
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Sy, fa) = (x3yz— xz%)z — (x%2% — 2%¥)xy = xyz3 — x2°

fa yordamida soddalashtiramiz:

S(fi, fo)~xyz® —xz° — (—xyz? + x2%)(~2) = 0

14) f, va fg ko’phadlar S ko’phadini tuzamiz:

S(fo fo) = (xy’z — xyz)xz — (x?z° — 2°)y* = —x*yz® + y*z°

fa yordamida soddalashtiramiz:

S, fa)~ — x%yz? + y?z3 — (—xyz? + xz%)x = —x2z% + y?2°

fs yordamida soddalashtiramiz:

2,2 -|—y223~ X272 4 },223 _ (xzzz —23)(—1) _ y223 _ 53
f> yordamida soddalashtiramiz:

3 3

y2z3 — 23~y?73 — 73 — (yz2? — 2)yz =yz® — 2
Yana f; yordamida soddalashtiramiz:
yz3 —z23~yz3 — 2% — (yz2 - z%)z =0
15) f5 va f5 ko’phadlar S ko’phadini tuzamiz:
S(fa fs) = (*y? = 2)xz? — (—x°2° + x2°) (—y?) = xy*z° — x2°
f> yordamida soddalashtiramiz:
S(fs, fo)~xy?z® — xz° — (xy?z — xyz)z? = xyz® — xz°
fa yordamida soddalashtiramiz:
xyz® — xz3~xyz® —xz° — (—xyz? + xz%)(—z) = 0
16) f3 va f ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:
S(fs.fo) = (°y? = 2)z — (—x*yz + 2*)(~y) = yz* — 2°
Bu ko’phad f; bazisni ifodalaydi.

17) f5 va f7 ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:
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S(fafy) = (Py> —2)2” — (y2* — 2)x’y = x’yz* - 2°

Bu ko’phad S(fs,fi) ko’phad bilan aynan bir xil va bu ko’phadni soddalashtirish
orgali 12) — bosqgichda fg ko’phadga kelingan.

18) f5 va fg ko’phadlar S ko’phadini topamiz:

S(fa fo) = X%y —2)z* — (x?2% — 2°)y* = y?2° - 7°

Ushbu ko’phad 14) — bosqgichda soddalashtirish natijasida O ga olib kelingan.
19) f, va f5 ko’phadlar S ko’phadini tuzamiz:

S(fufs) = (—xyz? + xz2)x% — (—x32% + x23)(—y) = x32% + xyz®
f5 ko’phad yordamida soddalashtiramiz:

S(fy, f5)~x32% + xyz® — (—x32%2 + x2%)(—1) = xyz® — xz°

fa yordamida soddalashtiramiz:

xyz® — xz3~xyz® —xz° — (—xyz? + xz%)(—z) = 0

20) f va f ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fufe) = (—xyz? + xz2)x — (—x%yz + z%)z = x?2? - 23

Bu ko’phad fg ko’phadni ifodalaydi.

21) fi va f7 ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:

S(fafr) = (—xyz* + xz%) — (yz* — z°)(—x) = 0

22) f4 va fg ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:

S(farfo) = (—xyz2 + x22)x — (x22% — 2%) (—y) = x%2% — y73

fs yordamida soddalashtiramiz:

S(fufo)~x’2® = y2® — (1222 = 2%) = —yz® + 2°

f> yordamida soddalashtiramiz:

S(fafo)~—yz* +2° — (yz* — z°)(—2) = 0
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23) f5 va fg ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fs, fs) = (—x32%2 + x23)y — (—x?yz + z29)xz = xyz3 — xz°

Ushbu ko’phad 19) — bosqichda soddalashtirib 0 ko’phadga olib kelingan.
24) f5 va f; ko’phadlarning S ko’phadini tuzamiz:

S(fs. f) = (=x°2% + x2%)y — (yz* — 2°) (=x®) = x°2* + xyz°

Ushbu ko’phad 19) — bosqgichda soddalashtirib, 0 ko’phadga olib kelingan.
25) f5 va fg ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fs fo) = (—x32% + x2%) — (%22 — 2%) (—x) = 0

26) fe va f7 ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fo f) = (=x’yz + 2%)z — (yz* — 2°)(—x?) = —x*2° + 2°

Bu ko’phad f3 bazisni ifodalaydi.

27) fe va fg ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(ferfe) = (—x*yz+z*)z — (x*2° = 2°)(—=y) = —yz° + 2°

Ushbu ko’phad 22) — bosqichda soddalashtirib 0 ko’phadga olib kelingan.
28) f7 va fg ko’phadlarning S ko’phadini topamiz:

S(fr. fa) = (yz? — z9)x* — (x*z* — 2%)y = —x*2° + yz°

Ushbu ko’phad 22) — bosgichda soddalashtirib 0 ko’phadga olib kelingan.

Barcha ko’pxadlarni ko’rib chiqildi. Demak, quyidagi bazisga keldik:

(fl:fZ!fS!ﬁl-!fS!f@f’?:fS) = (x3yz - xzzlxyzz — XYz,

2 3.2 3 2 .22 3)

xzyz—z,—xyzz +xz°,—x°z°+ xz ,—xzszrzz,yzz — Z°,X°z°— 2z

Ushbu hosil qilingan bazislar sistemasidagi barcha ko’pxadlar yechiluvchi. Brilliant
lemmaga asosan, ushbu bazis Gryobner bazisini tashkil giladi.
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11 Bobning xulosasi
Ikkinchi bobda monomial ideallar tushinchasi,monomial ideallar hagida
Dikson lemmasi,Gilbertning bazislar haqidagi teoremasi,Gryobner bazislari,
Gryobner bazislarining xossalari va K[x,,--,x,] halga ideali Gryobner
bazisining yuqgori darajali tenglamalar sistemasini echishga qo’llanilishi va
ulardan kelib chiquvchi natijalar ko‘rsatildi.

Il bobdan olingan asosiy natijalar:

e Monomial ideal tushunchasi berildi va monomial ideallar hagidagi Dikson
lemmasi isbotlandi. Monomial ideal bo’lgan holat uchun idealning
tafsiflanish va idealga tegishlilik masalalari 0’z yechimini topdi.

e Gryobner bazislari, Gilbertning Gryobner bazislari hagidagi teoremasi,
Gryobner bazisining xossalari berildi.

e K[x,,x,] halga ideali Gryobner bazisining yuqori darajali

tenglamalar sistemasini yechishga qo’llanilishi ko’rsatildi.
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111-BOB

NOL O‘LCHAMLI IDEALGA MOS KELUVCHI ALGEBRAIK
TENGLAMALAR SISTEMASINI ECHISH ALGORITMI

1-§.Buxberger algoritmi

2.3-natijada k[x,,x,, ..., x,] dagi nol bo‘lmagan har ganday ideal Gryobner
bazisiga ega ekanligi isbotlandi.Afsuski isbot  Gryobner bazisini  qurish
mumkinligini ko‘rsatadi, ammo uni qurish algaritimini bermaydi.Bu paragrafda
ushbu masala ochiladi:ya’ni I < k[x, x5, ..., x,,] idealning Gryobner bazisi ganday

qilib quriladi degan savolga javob izlaymiz.

2.5-teorema. Bizga qandaydir no‘Imas polynomial I =< f,,..., f. > ideal
berilgan bo‘lsin.U holda I ning Gryobner bazisini quyidagi algoritm yordamida

chekli sondagi gadamlardan keyin qurish mumkin:

Quyidagi beriladigan algoritm Gryobner bazisini qurish algoritmidir.

Kiritish: F = (fi, ..., f2)

Chiqgarish: G = {g,,-..,gs} [ idealning Gryobner bazisi G = {g,, ..., g}
bo‘lsinunda fc G G:==F

REPEAT G' =G  FOR harbir {p,q}juftlik, G’ DO S =3, q)°
IF S+ 0 THEN G := G U {S} UNTILG = G’

2.5-teoremada berilgan algoritm yordamida qurilgan Gryobner bazisi juda
ko‘p sondagi polinomlardan iborat bo‘lishi mumkin. Biz quyidagi mulohazalarni

hisobga olib ,bazi bir bazislardan xalos bo‘lishimiz imkoniyati paydo bo‘ladi.

24-lemma. G I polinomial idealning Gryobner bazisi ,(va
peG, LT(p) e < LT(G — {p}) = bo‘lsin. U holda G —{p} ham I idealning

Gryobner bazisidan iborat bo‘ladi.
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Isbot.  Malumki,< LT(G) == LT(I) = bo‘ladi.Faraz  qilaylik
LT(G) e< LT(G — {p}) = bo‘lsin.U holda < LT(G—{p}) > =<LT(G) =
bo‘ladi. Bundan esa (G) €< LT (G — {p}) =, I idealning Gryobner bazisi ekanligi

kelib chigadi.Lemma isbotlandi.

2.6-ta’rif. I polinomial idealning Gryobner bazisi G, uning minimal

Gryobner bazisi deyiladi agar u quyidagi ikki shartni ganoatlantirsa,

(i) LC(p)=1 barcha p € G,

(i) LT(p) & < LT(G— {p}) > barcha peG.

Nol bo‘lmagan ideal uchun minimal Gryobner bazisini qurish 2.5-
teoremadagi berilgan algoritm yordamida, hamda ortigcha tashkil etuvchilarni
yo‘qotish uchun 2.4-lemmani ishlatish yordamida qurish mumkin.

2.7-ta’rif. I polinomial idealning Gryobner bazisi G uning Kkeltirilgan
Gryobner bazisi deyiladi, agar u quyidagi shartlarni ganoatlantirsa:

(@) barcha peG laruchun LC(p)=1;

(b) barcha peG lar uchun p ning bironta monomi < LT(G — {p}) > ga
tegishli bo‘Imasa.

2.4-tasdiq. Bizga qandaydir no‘lmas I =<f,.., f. > € k[x;,x5, ..., x,]

ideal berilgan bo‘lsin. U holda I berilgan tartiblash bo‘yicha yagaona keltirilgan

Gryobner bazisiga ega .

Kompyuter algebrasining ko‘plab sistemalarida Gryobner bazislarini
hisoblash uchun Buxberger algoritimidan foydalanilgan. Bu sistemalar odatda
elementlari keltirilgan bazisdan fagat o‘zgarmas ko‘paytuvchilarbilan farq
giluvchi bazislarni hisoblab beradi.Turli sistemalar bilan hisoblanuvchi bu bazislar
odatda usma ust tushadi.Shunday qilib ,olingan natijalarni bir sistemadan
ikkinchisiga o‘tib oson tekshirishimiz mumkin.

2.4- tasdigda isbotlangan yagonalikning boshqa natijasi bu ideallar tengligini

tekshirish algoritmining borligidir.Bizga ikkita {f;, ..., f.} va {g4,-.., g+} to‘plam
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berilgan bo‘lsin.Ulardan tuzilgan ideallar har xil ideallarmi yoki bir xil ekanligini
qanday tekshirish mumkin?.Javob:berilgan monomial tartiblash bo‘yicha

<fi, . fo = va <g,..,9.> ,larning keltirilgan Gryobner bazislarini

hisoblaymiz. Bu ideallar fagat va fagat keltirilgan Gryobner bazislari usma ust

tushgandagina usma ust tushadi.
2-§. Nol o’Ichamli ideallar

k maydon, K esa uning algebraik yopig‘i bo‘lsin. k& maydon ustida cheksiz
ko‘p o‘zgaruvchilardan bog‘liq bo‘lgan ratsional funksiyalar halgasining algebraik
yopig‘i K maydonning universal kengaytmasi deyiladi va uni 1 bilan belgilaymiz.
Chekli F € k[x,,x5,...,x,] to‘plamga tortilgan idealni (F) bilan belgilaymiz.
Gilbertning bazis haqgidagi teoremasiga [12] asosan har ganday ideal chekli
sondagi ko‘phadlar to‘plamiga tortilgan bo‘ladi.

K™ fazoda I € k[xy,x,,...,X,] idealning ko‘pxilligi deb quyidagi to‘plamga
aytiladi [12]:

V() = {§ €K™ |Vp € :p() = 0).

& € 01" element I sodda idealning umumiy ildizi deyiladi, agar quyidagi shartlar
o‘rinli bo‘lsa:

1) § e V(D;

2)pel &pl@)=0.

Lemma 1. [12]. [ € k[x,,x5,...,X,,] idealning o ‘Ichovi faqat va fagat V(I)
ko ‘pxillik chekli va bo ‘sh bo ‘Imagan holdagina nolga teng bo ‘ladi.

Agar nol o‘lchamli idealning leksikografik tartib bo‘yicha keltirilgan Gryobner
bazisi berilgan bo‘lsa, uning hech bo‘lmaganda bitta ildizini topish masalasi
quyidagicha hal gilinadi.

I € k[x,,%5,...,x,] ideal va G uning leksikografik tartib bo‘yicha keltirilgan
Gryobner bazisi bo‘lsin. U holda G n k[x, ] kesishma aniq bitta f(x,) € k[x,]
ko‘phaddan iborat bo‘ladi va k[x,] halganing I, =1 nk[x,;] idealining
Gryobner bazisidan iborat bo‘ladi. &; € K element f(x,) = 0 tenglamaning
echimi bo‘lsin. U holda I idealning har ganday (x{,x2,...,x3) ildizi uchun
f(x?) = 0 tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Endi faraz qilaylik, I, =Ink([x,,x,,...,x;] idealning (&,,&,,....,&) ildizi
topilgan bo‘lsin. Bu ildizning davomi bo‘lgan (¢,,&,,...., &, &4, ) ildizni topish
uchun k[x,,x,,...,x,] halgada G Gryobner bazisining elementini hisoblaymiz.
So‘ngra barcha j=1,2,...,i lar uchun hosil gilingan Gryobner bazisining
ko‘phadlarida x; = &; almashtirishni bajaramiz. Natijada fagat x;,; dan bog‘liq
bo‘lgan ko‘phadlar majmuasini hosil gilamiz. Ularning eng katta umumiy
bo‘luvchisi g(x;.;) ni hisoblaymiz. Hosil gilingan ko‘phad birdan kichik
bo‘lmagan darajaga ega bo‘ladi va, demak, k maydonning algebraik yopig‘ida
bo‘sh bo‘lmagan ildizlarga ega bo‘ladi. Quyida berilgan algoritm yordamida
g(x;,1) = 0 tenglamaning &, € K ildizini topamiz. U holda (¢,,&5, ..., &, €41 )
vektor I, ; = I N k[x,,X,, ..., X; 1] idealning ildizi bo‘ladi.

Ta’rif 1. Sistema idealining mos o‘Ichoviga algebraik tenglamalar sistemasining
o‘Ichovi deyiladi. Algebraik tenglamalar sistemasining o‘lchovi nol deyishimiz
mumkin.

Teorema 1. Ko‘phadlar halgasi idealining xosy Gryobner ba’zisi G bo‘lsin bu
ideal o‘shanda va fagat nol o‘lchovli bo‘ladi, agar ixtiyoriy mumkin tartib
uchun har bir 1<i<ng, € G ko‘phad bo‘lsa, x;* bu erda v, manfiy

bo‘lmagan butun son .

Teorema 2. Ixtiyoriy nol o‘lchovli ideal uchun algoritm A uning ba’zi bir
echimlarini topadi.

Lemma 4. Agar G I € k[x,,...,x,] idealning leksikografik tartiblashga nisbatan

keltitrilgan Gryobner ba’zisi bo‘lsa, u holda leksikografik tartiblashga nisbatan
Xy, ey X o‘zgaruvchilarning ko‘phadlari halgasida I, idealning Gryobner
ba’zisi bo’lsa.

Lemma 5. I € k[x,, ..., x,,] oddiy ideal bo‘lsin. U holda ixtiyoriy = 0<i <n
ideal I; oddiy bo‘ladi.

Lemma 6. I € k[x,,...,x, ] primar ideal bo‘lsin. U holda ixtiyoriy —0< i <n
ideal I; primar bo‘ladi.

Lemma 7. I € k[x,,...,x,] primar ideal vaJ u bilan assotsirlashgan oddiy
ideal. U holdal val ideallarning ildizlari to‘plami bir xil bo‘ladi.
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Lemma 8. I € k[x,,...,x, ] primar ideal va J u bilan assotsirlashgan oddiy
ideal. U oddiy ideal J; I, ideal bilan assotsirlashgan.

Lemma 9. Agar I € k[xy,...,x,] nol o‘lchovli ideal bo’lsa, u holda barcha
m=1,..,nlar uchun k[x,,...,x,] ko‘phadlar halgasida I,, nol o‘lchovli ideali
deyiladi/

Lemma 10. I € k[x;,,...,x,] oddiy nol o‘lchovli ideal va (¢,,..§,)€ K'I,
idealning ildizi bo’lsin. U holda 0<i < n-1 bo‘lganda shunday
&, EK shunaqa (&,,...&.1)E K™ I, idealning ildizi bo’ladi.

Lemma 11.(¢,,...§,)E Q" oddiy I idealning ildizi bo‘ladi. U holda
(&1,--&)€ O oddiy I, idealning umumiy ildizi deyiladi.

Isboti. Oddiy idealni J.belgilaymiz k[x,,...,x;] ko‘pxadlar halgasidan tuzilgan
(é4,...,¢;) nugtada nolga aylanadi , u holda nugta (¢,,...¢;)J;idealning umumiy
ildizi deyiladi. Shubxasiz I; € J;modomiki nuqta (&,,...5,)€ Q™ [ idealning
ildizi deyiladi , u holda J; €1 bo‘ladi shunday qilib I; €], bo‘ladi shuning
uchun I, = Jva (&,,..&;)€ 0" esa [; idealning umumiy ildizi bo‘ladi.

Lemma 12.I € k[x,,...,x,,]  primar ideal bo‘lsin va (&,,...§;)€ Q'Iideal bilan
oddiy assotsirlashgan idealning umumiy ildizi . &,,, € Q shunaqa bo‘ladiki
(&,,...&,)E Q! bu esa [, , idealning umumiy ildizi bo‘ladi .

Lemma 13.I € k[x,...,x,]nol oflchovli primar ideal va (&,,...£,)€ K'esa
I;idealning  ildizi  bo‘lsin. U holda shunaaga  ¢,,, € K bo'ladi.
(84,8 .1)E K" bu esa I, idealning ildizi bo‘ladi.

Isboti.  12-lemmaning xususiy xolati deyiladi, modomiki nol o‘lchovli oddiy
idealning xar bir ildizi uning umumiy ildizi deyiladi. Eslatib o‘tamiz V(I) I
idealning ko‘pxilligi deyiladi I € k[x, ..., x,,]
Lemma 14.Agar | ideal g;ideallarning kesishmasi bo‘lsaj 1 dan m gacha
o‘zgarsa, u holda V(I) = U2, V(q;) bo'ladi.

Lemma 15.1 € k[x4,...,x,]nol o‘lchovli ideal bo‘Isin va
(¢,,...&, )€ K'esal;idealning ildizi bo‘lsin.U holda
shunagaé,,, € K bo'ladi.(é,,...¢;,,)€ K'*! buesa I, idealning ildizi bo‘ladi.
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Isbot:(sm.[12])Laskerning teoremasiga muvofig primar ideallarning chekli
kesishmasi ko‘rinishida | idealni tasvirlab bo‘ladi.

I= ﬂ‘i‘f
j=1

Eslatib o‘tamiz oddiy ideallarning primar komponentalari bilan assotsirlashgan
o‘lchovlaridan eng kattasi idealning o‘Ichovi deyiladi.

Modomiki I-idealning o‘lchovi nol bo‘lsa, u holda g;ideallarning xammasi
shuningdek nol o°Ichovli bo‘ladi.

Shubxasiz bu tenglik bajariladi

m
I; = ﬂ‘i‘j.f (1)
i=1

qj: = qjNk[xy, ..., x;] — primarniy ideallarni o'lchovi nol.

Shuning uchun 14- lemmaga muvofig i=1,...,n ajratilgan joyiga ega bo‘ladi

vay = | Jran @
j=1

Modomiki (¢,,...¢;)€ K* - I, idealning ildizi, u holda (2) ifodadan kelib chigadiki
j ning bir nechta giymatlarida (Z,,...,)€ K* bu element q;; idealning ildizi
deyiladi. Shuning uchun 13-lemma bo‘yicha shunaga ¢&;.; € K bo'ladi,
(&1,--8141)E K™ ifoda q; ., idealning ildizi bo‘ladi, shunday ekan (1) va (2)
formulalarga muvofiq I, ; idealning ildizi deyiladi.

Lemma 16 p(x) € Q[x]bir o‘zgaruvchili ratsional koeffitsientli ko‘pxad bo‘lsin.
U holdap(x) = 0tenglama ratsional sonlar maydonida oson xal bo‘ladi.

Modomiki | idealning Gryobner bazisini topish masalasi ixtiyoriy tartiblashga
nisbatan algoritmik yo‘l bilan echiladi deyiladi, 1 teorema bo‘yicha nol o‘lchovli
ideal uchun xar bir x; o‘zgaruvchi uchun f;(x;)ko‘pxadlarga ega bo‘ladi,faqat

o‘zgaruvchining giymatiga bogliq va | idealga bogliq bo‘lsa, u holda shunaga
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ko‘pxadlar algebrasini qurish masalasi algoritmik yo‘l bilan osongina xal bo‘ladi.
fi (x;) = Otenglamaning ratsional echimlari to‘plamiX;bo‘lsin. U holda |

idealning sistemaning barcha ratsional echimlari to‘plamiX; X ... X X,,. Shuning
uchun 16 lemmadan algoritmik yo‘l bilan oson kelib chigadi @ maydon ustida
algebraik tenglamalar sistemasining to‘liq o‘Ichovi.

3-§. Tenglamalar sistemasini yechish algoritmi

Algoritm. Nol o‘lchamli I € k[x,,...,x,,] idealning leksikografik tartiblashga
nisbatan Gryobner bazisi G=(g,,... g,) berilgan bo‘lsin.

Chigish: (x?,...,x?)€ K®, bu erda K, k maydonning algebraik yopig‘idan
iborat.

1. =1

2. Fagat bitta g(x;) ko‘phaddan iborat bo‘lgan G, = GNk[x;] kesishma
topiladi.

3. x) == A(g(x;)) deb olinadi, bu erda x? g(x;)=0 tenglamaning biror
ilidizidan iborat.

4. =i+l

5. Agar i >=n bo‘lsa, 10-qadamga o‘tiladi.

6. G, =GNk[x;...x;] kesishma topiladi.

7. G(x?, ... xX):={g(x?,..,x° , x;)| g € G,}< k[x,] tekshiriladi.

8. G;(x%,..,x),) to'plam elementlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi
g(x;) ni topiladi.

9. 3-gadamga gaytiladi.

10. Chigish: (x¥,...,xn) € K*, 1 idealning echimi bo‘ladi.

Ushbu algoritmga misol sifatida quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini
garaymiz.

( x2—x,=0

3 xrzn—z —Xp, =0 (1)
x%_l(ﬂ.—z—xl—"'—Xn_2]+xn_l+ l = D

. Xy +-x,—n+2=0

Bu tenglamalar sistemasi 1 ta aniq echimga ega bo‘ladi. Bu echimni fagat
dastlabki n — 2 ta tenglamalar sistemasi uchun yagona echim sifatida olinsa,
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Xq,..-, X, = Oyuqoridagi algoritm yordamida hosil gilish mumkin. Berilgan
sistema echimlarining umumiy soni 2"~ teng bo‘ladi.

(1) sistemaning n = 5 bo‘lganda echimlarini Maple tizimida topamiz.

( xI—x;=0

x3 —x, =0

\ x:—x;=0
x;3—x;,—x,—x3)+x,+1=0
. Xy tx,+x;+x,+x;=0

Maple yordamida quyidagi 8 ta echimni hosil gilamiz.

1 1, 1_1.
{rs=0,x5=0,x; =0, x, = — £ -iV1], x5=3+6+61¢H}
1 1, 1_1,
{xlzﬂ.x2=l.x3=D.x4=—:}iaiﬁ.x3=2+:}+:}1ﬁ}
1 1. 1_1,
{Jr:l:l,;lr:z:{],xg=D,x4=—£—li£—11ﬁ.x3=2+£—l+£—}1ﬁ}
1 1, 1_1,
{xlzl.x2=1.x3=D.x4=—§i§w{§.x3=l+§+§ V3}
1 1, 1_1,
{xlzﬂ.x2={].x3=l.x4=—é—1ié—11ﬁ.x5=2+é—1+é—liﬁ}
1 1. 1_1,
{xlzﬂ,xzzl,xg=1,x4=—§i§w{§,x5=1+§+§w{§}
1 1, 1_1,
{xlzl.x2={].x3=l.x4=—§i§w{§.x5=l+§+§w{§}
{X1=1,X2=1,X3=1, X‘L:—l, X5=1}

Ma’lumki, Maple paketi ko’plab matematik masalalarni yechishda, yechimlarni grafik
ko’rinishda tasvirlashda juda katta imkoniyatlar beradi. Xususan, Maple paketida
Idealning Gryobner bazisini topishga doir buyruglar ham mavjud.

Quyida ushbu buyruglar Maple 7 paketi misolida keltiriladi, Maplening bundan
keyingi versiyalari uchun buyruglar farq qilishi mumkin.

Maple 7 dasturida ldealning Gryobner bazisini topish uchun maxsus >Groebner
buyruglar jamlanmasi mavjud.

Ushbu buyruglar hagida to’liqg ma’lumotni >?Groebner; buyrug’i orqali yoki Maple
uskunalar panelidagi Help oynasida Mathematics —> Algebra —> Polynomials —>
Groebner Package ketma-ketlik asosida olish mumkin.
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Idealning Gryobner bazisini topishga oid buyruglarni >with (Groebner); buyrug’idan
boshlash lozim.Maple 7 dasturida idealning Gryobner bazisini topishga oid quyidagi
buyruglar mavjud: leadcoeff(W,T) — W ko’phadning T — tartiblash bo’yicha bosh
koeffitsiyentini aniglaydi; leadmon(W,T) — W ko’phadning T — tartiblash bo’yicha
bosh monomini aniglaydi. leadterm(W,T) — W ko’phadning T — tartiblash bo’yicha
bosh hadini aniglaydi. T — tartiblash sifatida leksik tartiblsah tanlangan bo’lsa,
plex(x,y,z,...) buyrugdan foydalaniladi.

> with (Groebner) :
SW:=-6*x"2%y+3*x*z+12*y"2%z+144*x*z"2-65* y*z+4*x*y*z-
8*y*2;

W:=—6x°y+3x2+12y?z+144x7°—65yz+4xyz—8Yy?
> leadcoeff (W,plex(x,y,z)); -6
> leadmon (W,plex(x,y,2)); -6, X%y

> leadterm (W,plex(x,y,2)); X2y
2. >spoly(P,Q,T) — P va Q ko’phadlarning T — tartiblash bo’yicha S ko’phadini

aniglaydi.

> with (Groebner) :

>P:=x"3*y*z-x*z"2; P:=xyz-x7
> Q:=x*yr2%z-x*y*z; Q:=xy?’z-Xxyz

3. >gbasis(WL,T), WL-idealning T tartiblash bo’yicha Gryobner bazini
hisoblaydi.yuqorida yechib ko’rsatilgan 5 ,6— misollarni Mapleda yechib ko’ramiz:
5-misol.> with (Groebner) :

>WL:=[x*2-1, (x-1) *y, (x+1) *z]; WL:=D*—1,(x=1)y, (x+1) z]
> gbasis (WL,plex (x,y,z)); [YzXxz+z2,yx—y,x*—1]
6-misol. > with (Groebner) :

>WL:=[x22-1, (x-1) *y, (x-1) *z]; WL:=[¥*-1(x-1)y,(x-1)7]
> gbasis (WL,plex(x,y,2)); [xz—zyx—-y,x*—1]
7-misol.

> with (Groebner) :

>WL:=[x"3*y*z-x*z"2 x*y*2*z-x*y*z x"2*y*2-z]:
gbasis (WL ,plex(y,x,z)) ;

>

[ +x222 y 22— 2%, -2 +X°yz,xy* 2 —Xxy 7, X* y* — 7]
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8-misol.
Quyidagi tenglamalar sistemasini Maple dasturida yechis
keltiramiz:

xy+z—-1 = 0
x—y—2z°
¥—2y+1 =

> with (Groebner) ;
> Sys:={x*y+z-1, x-y-z*2, x"2-2*y+l};

Sys = {x2—2y+1,—zz+x—y,xy+z—1}
> Gb:=Basis(Sys, plex(x, y, 2z));

Gh =220+ —62+92 22 — 1224 — 52 + 102 + 34y
+17z—34 -22 — 1224 — 522 —242% + 34x + 172 — 34]
> IsZeroDimensional (Sys);

true
> SolutionZ:=fsolve(Gb[1l], {z}, complex)

SolutionZ = {z= —1. — 1.4142135623731d}, {z= — 1.
+ 1.41421356237310}, {z=0.}, {z=0.}, {z= 1.
— 0.707106781186541}, {z=1. 4+ 0.707106781186541}

> SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[1], Gb[2]), {y}):

SolutionY = {y = —4.179663152x 10~ '® — 1.4142135621}
> SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[2], Gb[2]), {y}):

SolutionY = {y = —4.179663152x 10~ ¢ + 14142135621}
> SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[3], Gb[2]), {y}):

SolutionY = {y=1.}
> SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[4], Gb[2]), {y}):

SolutionY = {y=1.}
> SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[5], Gb[2]), {y}):

SolutionY = {y = —0.5000000000— 2.089831576x 10~ ' 1}
> SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[6], Gb[2]), {y}):

SolutionY = {y = —0.5000000000+ 2.089831576x 10~ ' 1}
> SolutionX:=solve (subs (SolutionZ[1l],Gb[3]), {x})

SolutionX = {x = —1.000000000+ 1.4142135621}
> SolutionX:=solve (subs (SolutionZ[2],Gb[3]), {x})

SolutionX = {x = —1.000000000— 1.414213562I}
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SolutionX:=solve (subs (SolutionZ[3],Gb[3]), {x});

SolutionX = {x=1.}
SolutionX:=solve (subs (SolutionZ[4],Gb[3]),{x})

SolutionX = {x=1.}
SolutionX:=solve (subs (SolutionZ[5],Gb[3]), {x})

SolutionX = {x =4.179663152x 10~ '® — 1.4142135621}
SolutionX:=solve (subs (SolutionZ[6],Gb[3]), {x})

SolutionX = {x =4.179663152x 10~ '® + 1.4142135621}
#IIprmMep2

Sys2:={x"2*y-2z*3, 2*x*y-4*z-1, -y*2+z, x*3-4*y*z};

Sys2 = {—yz—i-z,xzy—z3,x3 —4yz,2xy —4z— 1}
Gbl:=Basis (Sys2, plex(x, y, z));

Gbl = [1]
IsZeroDimensional (Sys2);

true

#IIprmep3
Sys3:={x"2+y*2+z"2-1, x"2+y*2+z"2-2*x, 2*x-3*y-z};

Sys3 = {2x—3y—z,x2+y2+zz—l,x2+y2+22—2x}
GBl:= Basis (Sys3, plex(x, y, 2z));

GBI = (402 —8z—233y +z—1,2x — 1]
IsZeroDimensional (Sys3);

true
SolutionZ:=fsolve(GB1l[1l], {z}, complex);

SolutionZ = {z= —0.664852927(}, {z =0.864852927(
SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[1], GB1[2]), {y}):

SolutionY = {y =0.554950975%
SolutionY:=solve (subs (SolutionZ[2], GB1[2]), {y}):

SolutionY = {y =0.04504902433
#Npumep4d

Sysd:={x*z-y-x+x*y, y*z-z+x"2+y*x*2, x-x"2+y};

Sys4 = {—x2+x+y,xy+xz—x—y,xzy-l-xz—f-yz—z}
GB2:= Basis (Sys4, plex(x, y, z)):
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GB2 = [23+222—32,2yz+22—z,3y2—22+z, -2 +3x
+3y—2z]

SolutionZ:=fsolve (GB2[1], {z}, complex);

SolutionZ = {z = —3.00000000¢, {z=0.}, {z =1.00000000¢
SolutionY¥2:=solve (subs (SolutionZ[2], GB2[2]), {y}):

SolutionY2 = {y =y}
SolutionX2:=solve (subs (SolutionZ[2], SolutionY2, GB2[4]), {x});

SolutionX2 = {x= -y}
SolutionYl:=solve (subs (SolutionZ[1], GB2[2]), {y}):

SolutionYl = {y=2.}
SolutionXl:=solve (subs (SolutionZ[l], SolutionY¥Yl, GB2[4]), {x});

SolutionX1 = {x=—1.}
SolutionY¥3:=solve (subs (SolutionZ[3], GB2[2]), {y}):

SolutionY3 = {y=0.}
SolutionX3:=solve (subs (SolutionZ[3], SolutionY¥3, GB2[4]), {x})

SolutionX3 = {x=1.}
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I11-bobning xulosasi

Uchinchi bobda nol o’Ichamli idealga mos keluvchi algebraik tenglamalar
sistemasini echish  algoritimi masalalasi o’z yechimini topadi. Tenglamalar
sistemasini  echish algoritimi. bu algoritmdan foydalangan holda bir nechta
idealga tegishlilik masalalari yechib ko‘rsatildi. Gryobner bazislarini topish
texnikasidan foydalanilgan holatda bir nechta polinomial tenglamalar sistemalarini
yechimlari topildi.Amaliyot shuni ko‘rsatadiki lex-tartiblash bo‘yicha Gryobner
bazislarini hisoblash tenglamalar sistemasining ko‘rinishini ancha soddalashtiradi.
Gryobner bazislarining eng samarali tomoni shundaki ularni chekli sondagi
gadamlarda hisoblab topish mumkin. Nomalumlarni yo‘qotish va davom ettirish
hagidagi teoremalar yordamida bu ishni bir muncha osonlashtirish munkinligi
ko’rsatildi
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XULOSA

Ushbu dissertatsiya ishida biz  K[x,,---,x,] halga ideali Gryobner

bazisining yuqori darajali tenglamalar  sistemasini echishga qo’llanilishi,
algebraik sonlar maydoni ustidagi halgalar ideallarining bazislarini qurish va ularni
yechimlarini topish, nol o’lchamli idealga mos keluvchi algebraik tenglamalar
sistemasini echish algoritimi masalalasi,affin ko’xillik,k[x] halgadagi ideallar,
k[x,, ..., x,] halgada monomlarni tartiblash, Dikson lemmasi , Gilbertning bazislar
hagidagi teoremasi,Gryobner bazislari,Gryobner bazisining xossalari va boshga
mavzuga alogador bo‘lgan bir nechta tushunchalar berigan bo’lib ularga doir

amaliy masalalar yechish bilan mano jihatdan mustahkamlangan.
Dissertatsiya ishida asosan quyidagi masalalarning yechimlari ko’rsatilgan.

e Algebraik sonlar maydoni ustidagi halgalar ideallarining bazislarini qurish

va ularni yechimlarini topish masalasi;

e K[x,,--,x,] halga ideali Gryobner bazisining yuqori darajali tenglamalar
sistemasini echishga qo’llanilishi;

e Nol o’lchamli idealga mos keluvchi algebraik tenglamalar sistemasini

echish algoritimi masalalasi;
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