Kirish

So‘ngi yillarda sonli metodlarning jadal rivojlanishi fan va texnika
tomonidan ko‘ndalang qo‘yilgan bir qator amaliy masalalarni yechish zarurati
paydo bo‘lganligi bilan bog‘liq, bunda zamonaviy tezkor kompyuterlarning
paydo bo‘lganligi ham muhim ahamiyatga ega. Quydagi muammolarni ko‘rsatib
o‘tish yetarli: 1) yadro energiyasini egallash, yadro reaktorlarini qurish, 2) uchish
apparatlarini loyihalash (samolyot va raketalar), 3) kosmik parvozlar dinamikasi,
4) boshgariladigan termoyadroviy sintez muammosi bilan bog‘liq plazmalar
fizikasini o‘rganish va boshqalar.

Ushbu toifadagi masalalarni sonli metodlarni qo‘llamasdan yechib
bo‘lmaydi . Hisoblash matematikasi va uning tatbiqi sohasidagi yutuglar
matematika faniga bo‘lgan qiziqishni yanada ortirdi va uning yangi bo‘limlarning
paydo bo‘lishiga olib keldi.

Hozirda matematik tavsiflash yoki matematik modellashtirishga imkon
beruvchi murakkab jarayonlarni tadqiq etishning yangi nazariy usili paydo bo‘ldi,
bu hisoblash eksperimentidir, ya’ni real jarayonlarni hisoblash matematikasi
vositasida tadqiq etishdan foydalaniladi . Hisoblash eksperementi to‘g‘risida
batafsil to‘xtalamiz. Biror bir fizik jarayonni hisoblash eksperementi yordamida
tadqiq etish lozim bo‘lsin . Hisoblash eksperementi bitta bosqichdan iborat
bo‘ladi.

Birinchi bosgich — masalani matematik talgin gilish yoki matematik
modelni tanlash. Bungacha fizik yaqinlashish tanlanadi, ya’ni qanday faktorlarni
hisobga olish , gandaylaridan voz kechish kerakligi aniglanadi. Fizik
yaginlashishni tanlash bilan fizika sohasidagi mutaxassislar
shug‘llanadi.Matematik modelda birguruh izlanayotgan va bir guruh berilgan
miqdorlar ko‘rsatiladi: ular orasida bog‘liqlik mavjud , ya’ni , tenglamalar
(algebraik yoki diffrensial) mavjud, ularni barcha zaruriy ma’lumotlar
(tenglamaning koeffitsiyentlari, boshlang‘ich va chegaraviy shartlar) bilan
yozish, bu matematik modelni tanlashdan iborat. Fizikadagi matematik

modellarni o‘rganish bilan matematik fizika shug‘ullanadi. Matematik fizika
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tenglamalari asosan xususiy hosilali differensial tenglamalar, xuddi shuningdek
integral va integro-differensial tenglamalardan iborat bo‘ladi. Bu tenglamalar
odatda, asosiy fizik migdorlarning saglanish gonunlarini ifodalaydi (energiya,
harakat miqdori, massa va boshqalar) va ular odatda, chiziqli bo‘lmagan
tenglamalardan iborat bo‘ladi.

Jarayonni tavsiflovchi tenglamalar yozilgandan keyin, hosil bo‘lgan
matematik modelni differensial va integral tenglamalar umumiy nazariyasi
metodlari yordamida tadqiq etish lozim. Bunda masala to‘g‘ri qo‘yilganligini,
berilganlarning yetarli ekanligi, ularning bir-biriga zid emasligi, masalaning
yechilishi va yagona yechimga ega bo‘lishi shartlarini aniglash, masala yechimini
oshkor ko‘rinishda yozish mumkin ekanligi, xususiy yechimni tuzish mumkinli
ekanligini aniqlashga to‘g‘ri keladi. Xususiy yechim fizik jarayon to‘g‘risida
dastlabki ma’lumot olish, xuddi shuningdek, sonli metodlarning sifatini tekshirish
uchun test o‘tkazishda muhim ahamiyatga ega.

Ikkinchi bosgich- masalani yechish uchun tagribiy (sonli) metodni qurush,
hisoblash algoritmini yozish;

Uchinchi bosgich-hisoblash algoritmi uchun kompyuter dasturini tuzish;

To‘rtinchi bosqich-kompyuterda sonli hisoblashlar o‘tkazish;

Beshinchi bosgich-olingan sonli natijalarni tahlil gilish va matematik
modelni aniglashtirish.

Ba’zan shunday bo‘ladiki, matematik model juda qo‘pol-hisoblash
natijalari fizik eksperimenti natijalariga mos tushmasligi mumkin yoki model o‘ta
murakkab bo‘lishi, ayni paytda yechimini yetarlicha aniqlikda ancha sodda
modellar yordamida olish mumkin. Bunday holda ya’ni hisoblash
eksperimentining birinchi bosqichiga o‘tiladi va barcha bosqichlar takrorlanadi va
hokazo.

Yugorida fizik masalalarni nazariy tadqiq etishda hisoblash eksperementi
bosqichlari ko‘rsatildi. Bunda chap murakkab matematik modellarni qo‘llagan

holda yangi nazariy tadqiq etish metodi to‘g‘risida borayapti.



Birinchi bosqichda matematik fizikasining klassik metodlari qo‘llaniladi.
Shuni ta’kidlash lozimki, ko‘pgina masalalar fizikaning shunday matematik
modellariga olib keladiki, ular uchun nazariya ishlab chiqish boshlang‘ich holatda
turibdi. Amaliyotda matematik fizikaning shunday chiziqli bo‘lmagan
masalalarni yechishga to‘g‘ri keladiki, ular uchun mavjudlik va yagonalik
teoremalari isbotlanmagan ham.

Matematik fizika masalalarini sonli yechishda odatda chekli ayirmali
metodlar yoki to‘r metodidan foydalaniladi.Ushbu metod xususiy hosilali
differensial tenglama yechimini topishni algebraik tenglamalar sistemasi
yechimini topishga keltiradi.

Tipik matematik fizika masalalarini sonli yechishda ayirmali sxemalar
nazariyasidan foydalaniladi. Sonli metodlar nazariyasida ikkita bosh masala
mavjud:

Matematik fizika tenglamalarining diskret (ayirmali)
approksimatsiyalarini  tuzish va ushbu approksimatsiyalarining sifatiy
harakteristikalarini tadqiq etish, bu o0‘z navbatida avvalambor, ayirmali
sxemalarning approksimatsi xatoligi, turg‘unligi va u bilan bog‘liq bo‘lgan
aniqligini o‘rganishga olib keladi;

Ayirmali tenglamalarni hisoblash algoritmining tejamliylik nugtay-
nazaridan to‘g‘ri yoki iteratsiya metodlari yordamida yechish.

Sonli metodlarning xarakterli xususiyati ularning-variantliligidir. Har bir
tenglamaga cheksiz ko‘p ayirmali approksimatsiyalarni mos qo‘yish mumkinki,
ular aynan bir xil asimptotik (ya’ni, to‘r qadami ga nisbatan tartibga)
xarakteristikalarga (aynan bir xil aniglik, aynan bir xil xajmdagi hisoblashlar va
hokazo) ga ega bo‘ladi. Ana shu sababli, matematik fizika tenglamalari uchun
juda ko‘p sonli ayirmali sxemalar paydo bo‘ladi.

Tabiiyki, shunday eng yaxshi metodni topish lozimki, u kam kompyuter
vaqti sarflagan holda izlanayotgan yechimni berilgan aniglikda topishga imkon
bersin. Ana shunday sonli metodlarni yo‘l qo‘yilishi mumkin bo‘lgan to‘plamdan

tanlab olish, ayirmali sxemalar nazariyasining asosiy maqgsadi bo‘lib hisoblanadi.
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Eng yaxshi (optimal) metodni izlash uchun (uni tanlash yechilayotgan masala
sinfiga bog‘liq bo‘ladi) yo‘l qo‘yilishi mumkin bo‘lgan metodlar to‘plamini,
qo‘shimcha talablar kiritish orqali toraytiriladi, bunday talablar sifatida
approksimatsiya, turg‘unlik, tejamlilik va boshqalar garaladi. Bunda quyidagi
umumiy talab muhim rol o‘ynaydi: ayirmali sxema (diskret model) dastlabki
differensial tenglamaning xususiyatlarini imkon gadar yaxshi modellashtirsin.

Amaliyot uchun berilgan sifatga ega bo‘lgan ayirmali sxemani olish uchun
umumiy prinsiplar, evristik usul va qoidalarni bayon qilish zarur.Bunday
prinsiplar sifatida birjinslilik (aynan bir xillik) prinsipi va ayirmali sxemaning
konservativligini ko‘rsatish mumkin. Ayirmali sxemaning konservativligi, uning
birorta saqlanish qonunini (balans tenglamasini) to‘rda ifodalanishni anglatadi.
Birjinsli sxemaning konservativligi statsionar va nostatsionar matematik fizika
masalalari yechimining uzlukli koeffitsiyentli sinflarda yaginlashishi uchun
zaruriy shart bo‘lib hisoblanadi.

O‘zbekiston Respublikasi Prezidentining 2017 yil 7 fevraldagi PF-4947-
son «O‘zbekiston Respublikasini yanada rivojlantirish bo‘yicha Harakatlar
strategiyasi to‘g‘risida»gi farmoni, 2017 yil 20 apreldagi PQ-2909-son «Oliy
ta’lim tizimini yanada rivojlantirish chora-tadbirlari to‘g‘risida»gi, 2017 yil 17
fevraldagi PQ-2789-son «Fanlar akademiyasi faoliyati, ilmiy tadqiqot ishlarini
tashkil etish, boshgarish va moliyalashtirishni yanada takomillashtirish chora-
tadbirlari to‘g‘risida»gi, 2020 yil 7 maydagi PQ-4708-son «Matematika
sohasidagi ta’lim sifatini oshirish va ilmiy-tadgiqgotlarni rivojlantirish chora-
tadbirlari to‘g‘risidangi va 2020 yil 6 oktabrdagi PQ-4851-son «Axborot
texnologiyalari sohasida ta’lim tizimini yanada takomillashtirish, ilmiy
tadqgiqgotlarni rivojlantirish va ularni IT-industriya bilan integratsiya gilish chora-
tadbirlari to‘g‘risidangi garorlari hamda mazkur faoliyatga tegishli boshga
me’yoriy-huquqiy hujjatlarda belgilangan vazifalarni amalga oshirishga ushbu

dissertatsiya tadgiqoti muayyan darajada xizmat giladi.



Dissertatsiya mavzusining asoslanishi va uning dolzarbligi:

Ko‘pgina amaliy xarakterdagi masalalar nochizigli diffrensial
tenglamalarga olib keladi . Bunday tenglamalarning yechimini topish uchun
o‘ziga xos yondashish talab qilinadi . Dissertatsiyada nochizigli tenglamalarni
yechish metodlari, algoritmlari va kompyuter dasturini ishlab chiqish ko‘zda
tutilgan. Nochizigli koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichizigli issiqlik
o‘tkazuvchanlik masalasini sonli modellashtirish muammosining qo‘yilganligi
ishning dolzarbligidan dalolat beradi.

Tadgiqot obyekti va predmetining belgilanish:

Dissertatsiyada tatgiqot obyekti sifatida nochiziqgli koeffitsientlarga ega
bo‘lgan kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi va gazlar dinamikasi
tenglamalari garalgan. Ishning predmeti nochiziqli koeffitsientlarga ega bo‘lgan
kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi ayirmali sxemalar yordamida
approksimatsiyalab, chiziqli bo‘lmagan ayirmali masalalarga kelish, ularni
yechish uchun oshkor va oshkormas sxemalar hamda spektral-to‘r metodlaridan
foydalanishdan iborat.

Tadgiqot magsadi va vazifalari:

Tadgiqotning asosiy magsadi Nochiziqli koeffitsientlarga ega bo‘lgan
kvazichizigli issiglik o‘tkazuvchanlik masalasini sonli yechishdan iborat bo‘lib
quyidagi, vazifalarni bajarish ko‘zda tutilgan:

-Kvazichiziqgli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun statsionar xolda
differensial masalani qo‘yish va xususiy holda ba’zi analitik yechimlarni topish;

-Kvazichizigli issiglik o‘tkalarlazuvchanlik tenglamasi uchun ayirmali
sxemalarni tuzish yechish algoritmlarini ishlab chiqish;

-Nochizigli  koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichizigli issiglik
o‘tkazuvchanlik masalasini ayirmali sxemalar bilan approksimatsiyalash,
ayirmali sxemalarni oshkor va oshkormas sxemalar hamda spektral-to‘r metodlari
bilan yechish algoritmini ishlab chiqish;

-Matlab Amaliy dasturlar paketi hamda C++ dasturlash tilida dastur

tuzish, hisoblash natijalari hamda grafiklarini tagqgoslash.
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Tadgqgiqotning ilmiy yangiligi:

Nochizigli koeffitsientlarga ega bo‘lgan  kvazichizigli issiglik
0‘tkazuvchanlik masalalarni yechish metodlarini chuqur tahlil etgan holda
chiziqli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalarini ayirmali hamda spektral-
to‘r metodlarini birgalikda qo‘llab sonli yechish algoritmlarini chigarish, Matlab
Amaliy dasturlar paketi hamda C++ dasturlash tilida dastur tuzish, sonli
hisoblashlar o‘tkazish orqali hisoblash taqqoslash, amaliy masalalarni yechishda
hisoblash eksperimenti bosqichlarini to‘liq o‘tkazish ko‘nikmalarni egallashdan
iborat.

Tadgiqgotning asosiy masalalari va farazlari:

Tadgiqotda asosiy masala Nochiziqli koeffitsientlarga ega bo‘lgan
kvazichizigli 1ssiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini ayirmali sxemalar bilan
approksimatsiyalash, ayirmali sxemalarni oshkor va oshkormas sxemalar hamda
spektral-to‘r metodlari bilan yechish algoritmini, kompyuter dasturini yaratish,
kompyuterda sonli hisoblashlar o‘tkazishdan iborat, tadqiqotda farazlarga
asoslanilmagan.

Mavzu bo‘yicha qisqacha adabiyotlar tahlili:

Mavzuga oid adabiyotlarda amaliy matematika va axborot texnalogiyalari
sohasidagi yirik olimlarnng quydagi asarlaridan foydalanildi:

1)H.H.fluenko, B.JL.PexaectBenckuit CucCTeMbl  KBa3UJIMHEHWHBIX
YPUBHEHUM

2)A.A.Camapckuii , FO.I1.ITonoB Pa3HecTHbIE CXeMbl ra3aBOi JUHAMUKH

3)A.A.Camapckuii Teopusi pa3HOCTHBIX CXEM

Ushbu adabiyotlarda keltirilgan nochizigli koeffitsientlarga ega bo‘lgan
kvazichizigli issiglik o°‘tkazuvchanlik masalalarini yechish metodlari tahlil
qilindi, hamda aniq ko‘rinishda berilgan chizigli bo‘lmagan issiqlik
o‘tkazuvchanlik tenglamasini chiziqli bo‘lmagan ayirmali sxemalar yordamida
approksimatsiyalash, ayirmali sxemaga oshkor va oshkormas sxemalar hamda

spektral-to‘r metodlarini qo‘llab, uni yechish algoritmi ishlab chiqildi, Matlab



Amaliy dasturlar paketi hamda C++ dasturlash tilida dastur tuzib sonli
hisoblashlar o‘tkazildi.

Tadqiqotda qo‘llanilgan uslublarning qisqacha tavsifi:

Tadgiqotda nochizigli koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichiziqli issiglik
o‘tkazuvchanlik masalalarini approksimatsiyalash uchun chizigli bo‘lmagan
ayirmali sxemalar tatbiq etilgan, ayirmali sxemalarni yechish uchun progonka
metodi qo‘llanilgan, hamda spektral-to‘r metodi yordamida sonli hisoblashlar olib
borilgan.

Tadgqiqot natijalarning nazariy va amaliy ahamiyati:

Nochizigli koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichizigli issiglik
0‘tkazuvchanlik masalalarini yechishga aynan bir vaqtda uchta metodni (oshkor
va oshkormas hamda spektral-to‘r) qo‘llash ayirmali sxemalarni nazariy tahlil
qgilish, iteratsiya metodlarining yaginlashishini aniglash ishning nazariy
ahamiyatini bildiradi. chiziqli bo‘lmagan masalaga ayirmali, oshkor va
oshkormas sxemalar hamda spektral-to‘r metodlarini qo‘llab yechish
algoritmlarini chigarish, Matlab Amaliy dasturlar paketi hamda C++ dasturlash
tilida dastur tuzish, sonli hisoblashlar o‘tkazish orqali hisoblash eksperimentining
barcha bosqichlarini to‘lagonli namoyish etish tadqiqotning amaliy ahamiyatini
ko‘rsatadi.

Dissertatsiya tarkibining gisgacha tavsifi:

Kirish gismida mavzuning dolzarbligi yoritilgan.

Dissertatsiyaning birinchi bobida kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik
masalasini sonli yechish metodlari, kvazichizigli issiglik o‘tkazuvchanlik
masalalari bo‘yicha olib borilgan ishlar tahlili, differensial masala qo‘yilgan,
masalaning ba’zi analitik yechimlari olingan.

Dissertatsiyaning ikkinchi bobida kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik
tenglamasi uchun Nyuton metodi, oshkormas sxemalar, spektral-to‘r metodlari,
ayirmali sxemalar keltirilgan, temperaturaviy to‘lqinlarni hisoblash masalalari

yoritilgan .



Uchinchi bobida Kvazichiziqli issiglik o‘tkazuvchanlik masalasini sonli
modellashtirishda chizigli bo‘lmagan differensial masalaning qo‘yilishi, ayirmali
sxemalar, oshkormas sxema hamda spektral-to‘r metodlari bilan yechish,
metodlarini birgalikda qo‘llash algoritmi chiqarilgan, Amaliy dasturlar paketi
Matlab va C++ dasturlash tillarida dasturlar tuzilib sonli hisoblashlar o‘tkazilgan
Hisoblash natijalari o‘zaro taqqoslangan.

Dissertatsiyada kirish, uchta bob, o‘nta paragraf, xulosa va adabiyotlar

ro‘yxati keltirilgan. Dissertatsiyaning hajmi 76 betni tashkil etadi.
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I-BOB. KVAZICHIZIQLI ISSIQLIK O‘TKAZUVCHANLIK
MASALASINI SONLI YECHISH METODLARI.

1.1-§. Kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalari bo‘yicha olib
borilgan ilmiy ishlar tahlili.

Kvazichizigli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini sonli yechishga
mo‘ljalangan ayirmali metodlar akademik A.A. Camapckuii va uning shogirdlari
tomonidan vyaratilgan. Xuddi shuningdek, bunday metodlar akademik
H.H.fIuenko va uning ilmiy maktabi olimlari tomonidan ishlab chigilgan.

Ushbu olimlarning ishlarida kvazichiziqli 1issiglik o‘tkazuvchanlik
masalasining ayrim xususiy yechimlari tuzilgan, yuguruvchi to‘lginlar
ko‘rinishidagi yechimlar uchun analitik formulalar hamda issiqlik oqimini
tavsiflovchi formulalar chigarilgan. Ushbu yechimlarni maxsus hollarda, masalan
boshlang‘ich temperatura nolga teng bo‘lganda va maxsus chegaraviy rejim
tanlanganda tuzish imkoniyatlari mavjud ekanligi ko‘rsatilgan. Issiglik
o‘tkazuvchanlik koeffitsientining chiziqli emasligi, yangi fizik effektlarga olib
kelish mumkinligi, ular orasida eng asosiysi-issiglikning chekli tezlik bilan
targalishidan iborat ekanligi yuqorida keltirilgan ishlarda ta’kidlab o‘tilgan.
Ularda kvazichizigli masalalarni sonli yechishda ayirmali metodlarning
iteratsiyaga asoslangan variantlaridan foydalanish magsadga muvofig ekanligi
keltirilgan.

Xuddi shuningdek, kvazichizigli masalalarning yechimlarini tadqiq
etishga bag‘ishlangan bir qator ilmiy-tadgiqot ishlari mavjud. Ularning tahliliga
to‘xtalib o‘tamiz. Maqolada boshlang‘ich nolga teng energiyali kvazichiziqli
issiglik o‘tkazuvchanlik masalasi yechimidagi uzilishi (portlash) to‘g‘risidagi
ma’lumotlar Dberilgan. Kvazichizigli parabolik tenglamalar uchun chegaraviy
masalalarning qo‘yilishi ishda keltirilgan. Kvazichizigli parabolik tenglamalar
sinfi uchun boshgarishining sezgirmas elementlari hagidagi ma’lumotlarda bayon
qilingan. Chiziqli bo‘lmagan chegaraviy shartlarga ega bo‘lgan kvazichiziqli

masalalar yechimlarining asimptotik avtomodel tabiati ishda tadqiq etilgan.

11



Magolada kvazichizigli parabolik masalalarning juda kuchsiz yechimlari uchun
chegaraviy yugori integrallanuvchanlikka oid tadgiqot natijalari bayon etilgan.

Kvazichizigli parabolik masalalar yechimlari chegaralanganligining
asoslanishi maqgolada berilgan. Singulyar so‘ndiruvchi hadga ega bo‘lgan
kvazichizigli masala yechimining to‘liq so‘nishiga bag‘ishlangan tadqiqotlarda
keltirilgan.

Birinchi tartibli hadlar bilan bog‘liq ravishda chiziqlimaslikka ega bo‘lgan
kvazichizigli parabolik masalalar kuchsiz yechimlarining global mavjudligi ishda
garalgan.

Fazoviy yutilishlarga ega bo‘lgan chizigli bo‘lmagan issiqlik
o‘tkazuvchanlik jarayoni matematik modeli tadqiq etilgan. Bir gator fizik tabiatga
ega masalalar: chizigli bo‘lmagan kvant mexanikasi, chiziqli bo‘lmagan
elektrodinamika va optika, chiziqli bo‘lmagan plazmalar nazariyasi, chiziqli
bo‘lmagan akustika, chizigli bo‘lmagan issiglik o‘tkazuvchanlik xususiy hosilali
chizigli bo‘lmagan differensial tenglamalarga olib kelishi ta’kidlangan. Chizigsiz
issiglik o‘tkazuvchanlik matematik modelining turli modifikatsiyalariga oid
ma’lumotlar maqolada keltirilgan. Kinetik nazariyaga asosan issiglikning chekli
tezlik bilan tarqalishi jarayoni o‘rganilgan. Ushbu muammo bilan tagsimot
funksiyasining muvozanatga erishish chekli vaqti o‘rtasidagi o‘zaro bog‘liglik
o‘rnatilgan. Issiqlik uzatish, maydonlar nazariyasi masalalari va qisilmaydigan
suyuglik ogimlarini chekli elementlar usuli bilan tadqgiq etishi masalalarida
keltirilgan. Ushbu tadgiqot ishida aksariyat hollarda chekli elementlar usulining
qgattiq jismlar va konstruksiyalardagi kuchlanishlarni hisoblashga oid masalalarni
yechishga tadbiqg etilganligi, ammo, hozirgi vagtda chekli elementlar usuli issiglik
uzatish nazariyasi, maydonlar nazariyasi va suyugliklar ogqimi masalalarini
yechishda keng miqyosda qo‘llanilayotganligi xususida to‘xtalib o‘tilgan.
Darslikda statsionar maydonlar (issiqlik o‘tkazuvchanlik, elektrik potensial
suyugliklar ogimi va boshqalar) hagidagi masalalar garalgan. Unda muhandislik
amaliyotida uchraydigan bir qancha masalalar: issiqlik o‘tkazuvchanlik, g‘ovak

mubhitlar orgali filtiratsiya, ideal suyugliklarning uyurmasiz ogimi, elektrik (yoki
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magnit) potensialining tagsimlanishi, prizmasimon sterjenlarning buralishi,
prizmasimon balkalarning egilishi, tayanch sirtlarning moylanishi va boshgalar
keltirilgan. Gradient nochiziglilikka ega bo‘lgan chizigli bo‘lmagan issiqlik
o‘tkazuvchanlik masalasining yechimi asimtotikasiga oid tadqiqot natijalari
bayon gilingan.

Yuqgorida keltirilgan ilmiy-tadqiqot ishlari tahlilidan ko‘rinadiki,
kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini yechishda qo‘llaniladigan asosiy
metod bu chekli ayirmali metodlardan iborat. Shu sababli, chekli ayirmali
metodlarga muqobil bo‘lgan yuqori aniglik va samaradorlikni ta’minlaydigan
metodlar yaratish bo‘yicha ilmiy-tadgiqot ishlari olib borish zaruriyati paydo
bo‘ladi. Bu o°‘z navbatida kvazichiziqli issiglik o‘tkazuvchanlik masalasining
ayirmali metodlar bilan olingan yechimi tabiatini o‘rganishida yechimni
tagqoslash matematik apparati sifatida o‘ta muhim ahamiyatga ega bo‘ladi.

1.2-§. Statsionar masala

Chizigli bo‘lmagan issiqlik manbalariga ega bo‘lgan statsionar
tenglamani bir jinsli chegaraviy shartlari bilan garaylik.

u"(x)=—~f(u),0<x<1, (1.1)
u@)=0, u@=0. (1.2)

Kesma 0<x <1 da ayirmali to‘r kiritamiz.

o ={x. =ih,i=012,..,N,hN =1} va differensial masala (1.1)-(1.2)ga
mos kelgan ayirmali masalani yozamiz

y,=—Tf(y),x=ih,i=12,...,N -1, (1.3)
Y,=0,y,=0, (1.4)
bunda y,, =(y,, -2y, +V,,)/h* - ayirmali operator.

Ayirmali sxema (1.3)-(1.4)ning approksimatsiya xatosini hisoblaymiz,
ayirmali chegaraviy shartlar (1.4) differensial masala chegaraviy shartlari (1.2)ni
aniq approksimatsiyalagani uchun, fagat ayirmali tenglama (1.3)ning
approksimatsiyasi xatoligini hisoblash yetarli. Ayirmali masala (1.3)-(1.4)ning

yyechimi y, va differensial masala (1.1)-(1.2)ning yechimi u, orasidagi ayirma
13



z=y-u
ni garaymiz. Bundan y =z +u ni (1.3)-(1.4)ga qo‘yamiz

z +u,=—f(z+u),i=12,..,N-1 (1.5)

z,=2,=0

0 N

Endi f(z+u) funksiyani z atrofida Teylor gatoriga yoyamiz va
yoyilmada chizigli hadlar bilan chegaralanamiz
f(z+u)=~fU)+ f'(y)-z, (1.6)
buyerda y=u+6&,0<6<1L
munosabat (6)ni (5)ga qo‘yamiz
z, +u, =—[fu)+f'(y) z]

bundan

z, +1'(y)-z=-y, x=ih,i=12,...,N -1, (1.7)

z,=12, =0. (1.8)

ayirmali masalaga kelamiz, bu yerda
w =u_ + f(u) —mos tushmaslik ma’lumki ayirmali sxema (3) ikkinchi
tartibli approksimatsiyaga ega
y =0(h").
Agar f'(y)<0 bo‘lsa u holda ayirmali masala (7)ning yechimi uchun

ushbu baho o‘rinli

Iz <y Il - (1.9)
Masala (3)ning yechimi chegaralangan va uning uchun ushbu baho o‘rinli
Iyll.<l £(0)|=c,, (1.10)

agarda f'(y) <0 bo‘lsa,
bunda | - ||, —uzluksiz funksiyalar fazosidagi norma deb tushuniladi .
Hagigatdan ham
f(y)=f(0)+(f(y)-f(0) =)+ f'(¥)-v,
bu yerda
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y=6y,0<6<1.
bundan
Yo+ F(¥)-y=-1(0),
Yo=Yy =0
Ushbu masala yechimi uchun (1.9)ga ko‘ra, munosabat (1.10) o‘rinli
bo‘ladi.
Chizigli bo‘lmagan ayirmali masala (1.3)ni yechish uchun Nyuton

metodini qo‘llash mumkin.
k+1 , k k+1 k k
Yot FY=Yy) ==1(y)
Bunda k-iteratsiya nomeri ,k =01,2,.... Bundan k§/1 ni topish uchun uch

nuqtali chizigli ayirmali masalaga yega bo‘lamiz

k+1 , k  k+1 k , k k

Yot F'MyYy=-(f(y)-f'(V)y), (1.11)
k+1 k+1
Yo=Y =0

bu masala progonka metodi bilan yechiladi va metod f'(y) <0 bo‘lganda

turg‘un bo‘ladi .

Hagigatdan ham

k+1 k+1 k+1
_1_2 F Yo |k ke k LN
Yo h{ Yis b £y y, ==(F(y) = F'(Y) V,)
ekanligini ko‘rish mumkin, bundan
k+1 0y k k+1 k+1 ) k , k k
Yiu— @=hf'(y) y+ Yy, =—h(F(y)-f'(y)-y)

kelib chigadi .Oxirgi tenglamani uch nugtali sxemalarning kanonik

ko‘rinishi
AY.,—-Cy +By.,=-F

bilan tagqoslasak
A=B=1,C =2-h-/(y),
F =h*(f(y)- f'(y)-y)

15



bo‘lishini ko‘ramiz . Progonka metodi turg‘un bo‘ladi, agarda

|C I AT+IB |

k
bo‘lsa, bu 0°z navbatida f’(y) <0 bo‘lganda bajariladi.
— B,

am— ,a,=0,1=12,...,N -1,
C —-aA
- Ap+F ,
o=—1 1 3 =0,1=12,...N-1
IB|+1 Ci—aiAi ﬂl
k+1
yy=0,
k+1 k+1 )
Yi=, Yiuth, 1=N-1LN-2,..210

Endi progonka metodi orgali topilgan iteratsiyalarning yaginlashish

tezligini baholaymiz. Ushbu ayirmani

k+1 k+1

g=y-y
Kiritamiz bu yerda y —ayirmali masala (1.3)ning aniq yechimi. So‘ngra

k k+1 k+1 k+1

y = y+9 y=y+9ni (1.11)ga qo‘yamiz, hamda 4 uchun ushbu

masalaga kelamiz

k+1 k  k+1 k+1 k+1

Gt F/(Y) G =—F .9 =8y =0, (1.12)

F=f(y)— f(y)+(y-yFQy). (1.13)

So‘ngra ushbu yoyilmani e’tiborga olamiz
k k k k k
f(y)=f(y)+ F' (N -y +05f"(V)(y-y)*,

bu yerda § = )k/+ oy — ;1) ,0<0<1, o‘rta giymat hamda
k
L Q) g
2
ekanligini aniglaymiz .Shunday qilib, quydagi masalaning yechimini

baholash talab etiladi.

k k+1 k+1

Gt F/(4)3=05F"(1) 9 =3 =0. (1.14)
Agar f(y)—botiq funksiya bo‘lsa ,ya’ni
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f"(y)=0

u holda maksimumlik prinsipiga asosan

k+1 k+1 k+1

G=y-y<0,y<y
bo‘ladi ,ya’ni iteratsiyalar (ketma — ket yaginlashishlar) ayirmali masala
(1.3)ning yechimiga quydagi yaginlashadi.
Masala (14)ning yechimi uchun quydagi baho o‘rinli

k+1 k k
I $1.<050 F" W -l S (1.15)
yoki
k+1 k )
I Fll.<all S
agar

I £7(y) ll.<16q.
Hagigatdan ham ,maksimum prinsipiga asosan masala (1.14) f"(y)<0
da quydagi majerantaga ega
V) = K@), IV L= K
bu yerda
1 14 K 2
K=20 W19
bo‘lib, 0‘z navbatida
X 1 4 X 2 X 2
I 91V = L PO le=all 1

ekanligi ko‘rinadi .

Ushbuni e’tiborga olgan holda

k+1 k ) k it
ladl.<adl.<...<adl.

quydagi tengsizlikni hosil gilamiz.

k+1 1 k Skt
I3 .< q a3l
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ya’'ni iteratsiyalar kvadratik qonuniyat bo‘yicha yaqinlashadi, agar

0
boshlang‘ich yaqinlashish y shunday tanlangan bo‘lsa

0 0
gl #ll.<1,yani qfl y-yl[l.<1.
Agar f"(y)>—c,,c, >0 bo‘lsa, u holda (1.15) o‘rniga to‘r fazosi L, da
boshqga bahoga ega bo‘lamiz:

1’9 ||<”2(f;(y)") 3<% ||9|| (L.16)

bunda
5:%sm ? =05 F'(Y) . -

1.3-§. Differensial masalaning qo‘yilishi

Yuqori haroratli jarayonlarda, masalan plazmada sodir bo‘ladigan
jarayonda,issiqlik  o‘tkazuvchanlik  koeffitsiyenti  temperaturaning (va
zichligining ) chizigli bo‘lmagan funksiyalari bo‘ladi, hamda bir qator
masalalarda temperatura gradiyentining funksiyasi bo‘ladi. So‘ngra issiqlik
manbalari (issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasining o‘ng tomoni) temperaturadan
bog‘liq bo‘ladi, agarda, issiqlik kimyoviy reaksiya natijasida ajralib chigayotgan
bo‘lsa, xuddi shuningdek, muhitning issiqlik sig‘imi ham temperaturadan bog‘liq
bo‘lishi mumkin.

Shunday qilib, chiziqli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasiga
kelamiz

de(xt,u)  Ow
ot OX

+ f(x,t,u), (1.17)
bunda issiqlik ogimi

ow
X, t,u,—
o= o a)
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temperatura va uning hosilasining chiziqli bo‘lmagan funksiyasi bo‘ladi.
Agarda issiglik ogimi Z_;J( hosiladan chiziqli bog‘liq bo‘lsa va Furye qonuni
bajarilsa
W= —k(x,t,u)a—u
OX

bo‘ladi, hamda biz kvazichiziqli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasiga

yega bo‘lamiz:
ou o ou
c(x,t,u)E:&(k(x,t,u)&H f(x,t,u), (1.18)

Bu holda issiqlik sig‘imi s issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsenti k va o‘ng
tomon f (issiglik manbalarining zichligi ) temperatura u(x,t) gabog‘liq bo‘ladi.
Birjinsli bo‘lmagan muhitda k, c, f, funksiyalar x va t bo‘yicha uzilishga ega
bo‘lishi mumkin (chunki har xil moddalar uchun k, c, f, ning temperatura u dan
bog‘ligligi har xil bo‘ladi).

Ko‘pincha k =k(u) , c=c(u), f = f(u) .funksiyalar fagat temperatura

u dan bog‘liq bo‘ladi:
ou o ou
cu)—=—(S(u)—)+ f(u). 1.19
()at aX(()ax) (u) (1.19)
Endi yangi o‘zgaruvchi kiritsak
9=[k(£)d¢ , p(P) = [c(&)ds
0 0

tenglama (19)ni ushbu ko‘rinishga keltiramiz

a(p(z)zg_'_f('g)
ot OX
chunki
09 ou 8
=k~ ¢ ()—
OX

bo‘ladi, bunda
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[x(9)d8 = [k(u)du .

Ko‘pincha c(u) va k(u) temperaturaning darajali funksiyalari bo‘ladi.
cu)=cu” , k=ku”’ .
Bunday holda

a+l
u

9=[c(&)de=c, 21— .
. a

+1

bo‘ladi, hamda ushbuni e’tiborga olgan holda

pa
(U _ K @_&uﬂa@_ﬁ(aujmgﬁj@

oX  CU“ X C x ¢l ¢ oc

0 0 0

tenglama (19)ni ushbu ko‘rinishga keltiramiz
@ :g(xog‘” @)4_ f~(19), o :—ﬂ_a .
oX  OX OX a+1
Kvazichizigli issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun differensial

masala qo‘yamiz:

ou 0O . OU
—=—(xUu’—/),x >0,6>0,x>0 1.15
ot ax(" 8x) ° (L15)

x =0 datemperatura

u=u.t" (1.16)

0

berilgan va tenglama (1.15)ning x >0, t > 0 sohadagi yechimini topish
talab qilinadi, bunda boshlang‘ich tempera tura nolga teng deb faraz gilinadi.
u(x,0)=0 (1.17)
Masalaning yyechimini yugiruvchi to‘lginlar ko‘rinishida izlaymiz,
u(x,t) =v(Dt-x), D =const,
bu yerda v(&)—no’malum funksiya .Ushbu ifodani (1.15)ga qo‘yib,
quydagilarni hisobga olsak
ou _ D do ou_ do

ot dEex  dé
v(&) funksiya uchun oddiy differensial tenglamaga kelamiz
20



Do’ = (x,0°0")
Bundan
x,0°0" = Do+ const
yekanligini topamiz.
Endi const =0 deb hisoblab
x,=v’v=Dv
yoki

X, (L")

Do

ga ega bo‘lamiz.Yana bir marta integrallab

X, s
2’ =E+c
DS S+C

yekanini ko‘ramiz.Chunki v=0 agar t=x=0 (£=0)da , u holda
c, =0 bo‘ladi.

u=0(&) = ()" =0 tha- 2%,

Dt

Bundan x =0 da

ekani kelib chigadi.
Buni (1.16) bilan taggoslab

ni topamiz.
Shunday qilib, masala (1.15)-(1.17) yugiruvchi to‘lgin ko‘rinishdagi
yechimga yega

¥s
_ut?1- X 2 Y (prox)
u(x,t) =u,t (1 Dtj _D%(Dt X) 0<x<Dt, (1.18)
u(x,t)=0 x>Dt ,
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agarda n= % shart bajarilsa bu holda to‘lqin tezligi X,,d Ba U,

parametrlar bilan aniglanadi .

va u chekli bo‘ladi.
Formula (1.18) ko‘rinishidagi yechim temperaturaviy to‘lqin deyiladi.

Issiglik ogimini topamiz

o
w=—xu Moy U

u = oéDl%(Dt—x)%=xou§ /(ED)u(x.1).

Bu yerdan ko‘rinadiki, temperaturaviy to‘lqin fronti X =Dt da
temperatura va issiglik oqimi nolga teng bo‘ladi agar 6 >0 da, hosila

au_ U 1
ox D' (Dt—x)*°

cheksizlikka aylanadi ¢ >1da , chekli 6 =1da va nolga teng bo‘ladi
0 < o <1 da .Shu sababli, 6 >1 da issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasining faqat

umumlashgan yechimlari hagida gapirish mumkin.

Chekli tezlik D formatiga ega bo‘lishining asosiy sababi-issiqlik
o‘tkazuvchanlik  koeffitsiyentining ~ temperaturadan  chizigli ~ bog‘liq
bo‘lmaganidir. D uchun formuladan ko‘rish mumkinki, 6 =0 bo‘lganda formal
ravishda D = oo ga ega bo‘lamiz ya’ni issiqlik tarqalish tezligi cheksiz.

Ba’zan temperaturaviy frent qo‘zg‘almas bo‘lgan hol, ya’ni D=0
bo‘lishi mumkin . Bunday yechim maxsus chegaraviy rejimda mavjud bo‘ladi.

1

t, -1)"

bu yerda t, —ixtiyoriy o‘zgarmas agar boshlang‘ich shart t = —oo da berilgan deb

u(0,t) =u, (1.19)

faraz qgilsak
u(x,—o) =0 (1.20)
Tenglama (1.15)ning yechimini o‘zgaruvchilarini ajratish metod bilan

izlaymiz, bunda
22



u(x,t) = 3T (t)
deb hisoblaymiz.
Ushbu ifodani (1.15)ga qo‘yib, o‘zgaruvchilarni ajratsak.

1d( 5duj 1 dT
Ll VTl L
v dx dx ) T°% dt

ni hosil gilamiz, bu yerda A — ajratish parametri .Bundan o‘z navbatida

quydagi ikkita tenglamaga ega bo‘lamiz.

d sdo

—|x 0’ — |-Av=0, 1.21
dx( ° dxj (1.21)
dT
— =T 1.22
ot (1.22)

Tenglama (1.21)ning yechimini quydagi ko‘rinishda izlaymiz
¥ = a(xl - Xz)ﬂ 1

bu yerda « va f -hozirgacha no’malum sonlar, x, —ixtiyoriy son. $° ni

tenglama (1.21)ga qo‘yamiz:

XO a1+;§(§ + ﬂ _1]()(1 _ X)ﬂ/6+ﬂ—2 _iallﬁ(xl _ X)ﬂ/5 — 0
Bundan

2
P2 s
ekanligini aniglaymiz.
Endi T uchun tenglama (1.22)ni integrallaymiz.
T(t) =[62(c, -t)] ™",
bunda c, —integrallash o‘zgarmasi.Natijada yechim biz quydagi

funksiyaga kelamiz.

u(x,t):u(x)T(t):(%j {%} |

Chegaraviy shart (1.19) bilan tagqoslasak, quyidagilarni topamiz
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oA

2 s 25 s
m=1/6 c,=t, UOI(MJ :[ % J

2%,(5+2)
va 0‘z navbatida
X' =2x,(5+2)y,/ o
Shunday qilib ,tenglama (1.15) chegaraviy rejim (1.19) bilan ushbu

yechimga ega:

216
1-x/x
u(x,t) =u, O0<x<x,da 1.23
(x,t) [\/to—_t} <X<X (1.23)
u(x,t)=0 x>1da, (1.24)

bunda x -isitilish sohasi kengligi. Temperaturaviy to‘lqin fronti
qo‘zg‘almas , chunki X -const bo‘lib , u vaqt t dan bog‘liq emas , u fagat masala

parametri X,,0,u, man 6ornmk. Frontda issiglik ogimi va temperatura nolga

aylanadi ¢ >0 da ,hosila Z—i =0 bo‘ladi ¢ >2 da (yuguruvchi to‘lgin frontida

u =00 agar o >1bo‘lsa).
OX

Yechim (1.23)” turg‘un to‘lqin” tipida mavjud bo‘ladi , agar t <t, da, u
chegaraviy rejim (1.19) tipi bilan bog‘liq.
Birinchi bob bo‘yicha xulosalar

Birinchi bobdagi asosiy natijalar quyidagilardan iborat:

Ayirmali sxema hamda spektral-to’r metodlari bo‘yicha olib borilgan ilmiy
tadqgiqot ishlari tahlili keltirilgan.

Tabiatda temperaturaviy jarayonlarni sodir bo‘lishi va issiqlik tarqalish
tenglamalari hamda boshlang‘ich-chegaraviy masalalarning qo‘yilishi keltirib
o‘tilgan.

Boshlang‘ich va chegaraviy masalalarning qo‘yilishi. Fazoviy vaqt
bo‘yicha approksimatsiya shartlari haqida batafsil ma’lumotlar keltirilgan va

aniglangan.
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1I-BOB. AYIRMALI SXEMA HAMDA SPEKTRAL-TO‘R
METODLARI.

Kvazichizigli issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun ayirmali
sxemalarni yozishni ko‘rib o‘tamiz . Agarda k(u),c(u) va f(u) temperatura u
ning tez o‘zgaruvchi (masalan , darajali ) funksiyalar bo‘lsa , bunday hollarda
oshkor sxemalardan foydalanish magsadga muvofiq emas . Oshkor
funksiyalarning turg‘unlik sharti

r 1 min c(u)

h?> ~ 2 maxk(u)

k(u),c(u) funksiyalarning unchalik ko‘p bo‘lmagan tugunlardagi
qiymatlari bilan aniglanadigan hamda vaqt bo‘yicha juda kichik gadam talab
etadi. Shu sababli shartsiz turg‘un bo‘lgan oshkormas sxemalardan foydalaniladi.

2.1-§. Nyuton metodi

Ushbu diferensial tenglamani

dp(u) _ o°u

p Pl O<x<1 (2.25)

quyidagi boshlang‘ich
u(x,0) =u,(x)
va chegaraviy shartlari bilan garaylik
u(0,t) = a4 (t) , u,t) = (1)
bunda differensial masala (2.25) quydagi to‘g‘ri to‘tburchakli sohada
garaladi

D ={0<x<1,0<t<T}

Qaralayotgan sohada ayirmali to‘r kiritamiz.

B (% =i, i=012.,N h=1/N
A=) i =002 M e =T /M

Ushbu to‘rda differensial masala (25)ga mos keluvchi hamda yj+l ga

nisbatan chiziqli bo‘lmagan quyidagi ayirmali masalani qaraymiz.
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i1y i i . .
o(y'™) qo(y):yJ x=x =ih, o<i<N, hN=1. (2.26)
’Z' XX

Endi ¢"(y)>c, >0, |¢"(y)|<c, deb faraz gilamiz. Bu holda , ayirmali

sxema (26) ning turg‘unligi va C fazoda 0(z +h?) tezlik bilan ta’minlanadi.

j+1

Ayirmali yechim y’™ ni yangi vaqgt gatlamida topish uchun ushbu chizigli

bo‘lmagan tenglamaga ega bo‘lamiz.
o(y"™) =1y = (y).
Bu sxemani yechimi uchun Nyuton iteratsiya metodidan foydalanamiz.

k k  k+1 k k+1 .
PY+ @' (VY =Y) =7 ¥, =o(y) (2.27)
Bundan k)+/1 ni quydagi boshlang‘ich
y. =u,(x), i=012,...,N

va chegaraviy shartlar

k+1

j+l
Yo ::‘ul(tjﬂ) v Y :/’lz(tjﬂ) (228)
bilan topish uchun progonka metodidan foydalaniladi , metod
k
¢'(y)=0
bo‘lganda turg‘un bo‘ladi. Bunga ayirmali sxema (2.27)ni progonka

metodi bilan yechiladigan standart ko‘rinishga Keltirib ishonch hosil gilish

mumkin .
Tk+1 k 22- k+1 Tk+l k
—vy. oY) +— |y +—=V., =Fi,
h2 y|—1 (gﬁ (y|) hzjyl hz y|+l
1=12,....N-1,
bu yerda

k k

kK k )
Fi=p(y)-o(y)-¢'(Y)y,y=y"
iteratsiyalarning yaginlashish tezligini baholaymiz. Buning uchun

quyidagi ayirmani Kiritamiz.

k+1 k+1

Gi = yi_ﬁ
bu yerda
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f=y"

k+1 k+1

k k
endi tenglama (2.27)ra y, =¥ +% ,y, =¥ + % ni qo‘yib ,quydagini

hosil gilamiz.

k  k+1 k+1

k k k k k k
P(y) v—7t v =(y) —@(y) + @' (Y) o+ %8, = o(¥) —(y) + ' (Y)(Y- 9 .
So‘ngra shuni e’tiborga olsak
k k k k
2(9) = o(y) + @' (Y)(E-Y) + 050" (Y)(£-¥)* .
va 0°‘z navbatida
k k k k
(9 - o)+ (V(y-P =" (Y)v’/2.
bu yerda ¢= §/+ 6?,k9 , 0<6<1 ekanidan tenglama (2.27)ni quydagi
ko‘rinishga kelamiz:
, k  k+1 . k2 k
P'(Y)v—1p"(y)v'l2=F, (2.29)
x=ih, 0<i<N,

chegaraviy shartlar birjinsli bo‘ladi.

k+1 k+1

Do =O, vn =0. (230)
Maksimumlik pritsipidan foydalanib, ushbu bahoni hosil gilamiz

k+1 k k k
loll.<051e" M/ M Idvii<alvl:, (2.31)
bu yerda

q=051 ") /9y 1.<05] ") . /¢, <05c, /c, =g,
chunki
p'(y)zc, >0, |o"(y)I<c, .
Bundan ko‘rinadiki, iteratsiyalarning kvadratik qonuniyat bo‘yicha
yaqinlashish  uchun boshlang‘ich  yaqinlashishning quyidagi shartini

ganoatlantirish yetarlidir.
0
I'y—¥ll.<2c,/c, . (2.32)
Agar, masalan, 3k/ =y =y’ debolsak, u holda bu shart quydagini bildiradi
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7|y, ll.< 2c,/c,
va bu shart yetarlicha kichik & uchun hardoim bajariladi .
Nyuton metodini amalda qo‘llanganda iteratsiyalar ixtiyoriy berilgan
aniglik bilan yaginlashadi , agarda
o)=Yy, a<l, ¢(y)=ay",
o'(y)=-all-a)y”.
bo‘lsa .Agar y >0 bo‘lsa ,ya’ni nolga aylanishi mumkin bo‘lsa, u holda
c, =ocobo‘ladi va yuqoridagi baholardan foydalanib bo‘lmaydi .
Qayt etib o‘tamizki , ushbu shartdan
9"(y) <0

maksimumlik prinsipiga asosan, chegaraviy masala (2.29)-(2.30)ning

yechimi manfiy emasligi kelib chigadi .

k+1 k+1 k+1

v=y-§¥<0, y<¥,
ya’ni ildizga yaqinlashish quyidan sodir bo‘ladi . Shu sababli , agar

0
boshlang‘ich yaqinlashish y < ¥ bo‘lsa , uholda birinchi iteratsiya )1/< ¥ bo‘ladi

1
Bunday holda y <0 , ya’ni manfiy bo‘lib qolishi mumkin , u holda hisoblarni
amalda bajarib bo‘lmay qoladi.

2.2-§. Oshkormas sxemalar .

Ushbu paragrafda kvazichiziqli issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun

ou o ou
—=—|k(u)— |+ f 1 T
p ax( (u)ax)+ (u), 0<x<1,0<t<T, (2.33)
u(x,0) =, (x), u@t) =) . ulLt)=p,,
bu yerda
k(u)>0.
Differensial masala (2.33) uchun ikkita oshkormas sxemani garaylik
Sxema a):
-v. 1 — —
u=—[oci+l(y)u—oe(y)M PRy (23
T h h h
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Sxema b):

hod 1[ aptatog @bt ﬁ'l}f(ﬁ.). (2:39)

bu yerda
g=y" V=Y a@)=a,.v),
masalan ,
a,(v) =0.5[k(v) +k(®)], (2.36)
a (V) = k(” 2“)) (2.37)
o () = 2k(v,,)k(v) (2.38)

k(v_)+k(®)

Koeffitsenti «,(v) ni hisoblash formulasiga qgarab , temperaturaviy
to‘lqinni hisoblash aniqligi o‘zgarib turadi.

Oc‘tkazilgan sonli eksperementlar k(u)=k,u’ temperaturaning darajali
funksiyasi bo‘lganda shuni ko‘rsatadiki, ¢, (v) uchun formula (2.38)dan
foydalanmaslik lozim, formula (2.36) esa aniqligi bo‘yicha formula (2.37) dan
aniqligi bo‘yicha yaxshi. Sxema (2.34) va (2.35) ni taqgoslaymiz. Bu
sxemalarning approksimatsiya xatosi 6(z+h?) .

Ularning har ikalasi absolyut turg‘un, ya’ni to‘r qadamlari z va h

j+l

ixtiyoriy bo‘lganda turg‘un . Sxema a) Yy’ ning t_, gatlamdagi giymatini

j+l

j+l

topishga nisbatan chizigli, bunda y’* ning giymati y’ ning t, gatlamdagi ma’lum

qiymatiga ko‘ra topiladi, masalan, progonka metodi yordamida. Sxema a)
absolyut turg‘un bo‘lganligi uchun to‘r qadami 7z faqat aniqlikni ta’minlash

j+l

nuqtai nazaridan tanlab olinadi. Sxema b) y™ ni topishga nisbatan chizigli

bo‘lmaganligi uchun uni yechishda iteratsiya metodi qo‘llaniladi . lIteratsiya

jarayoni quydagi tarzda tuziladi:
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(s+1) 1 © (s+1) (s+1) © (s+1) (s+1) ©
YoM (LY g ) d oY ey, (239)
T h h h

(k+1)
Bunda y nitopishga nisbatan ayirmali sxema chiziqli bo‘lib hisoblanadi.

Boshlang‘ich yaqinlashish sifatida y ning oldingi gatlamdagi giymati olinadi,

ya’'ni §/: y'.Iteratsiya jarayoni, amalyotda ko‘p uchraydigan kva f
koeffitsentlar uchun yagqinlashuvchi bo‘ladi. Amalda ikki yoki uch iteratsiya
bajarish yetarlidir. Iteratsiya jarayoni yaginlashmaydigan bo‘lgan hollarda ham
aniglikni oshirish uchun ikkita iteratsiya bajarish foydalidir. Iteratsiya sxemasi
(2.35), (2.39) yordamida hisoblashda yoki iteratsiyalar soni yoki iteratsiyalarning

yaginlashish anigligi & beriladi va quydagi shartning bajarilishi talab gilinadi.

(s+1) (s)
m§x| Yi=Yi |S€.

Sxema (2.35), (2.39) ning kamchiligi shundan iboratki iteratsiyalarni
hisoblash sxema a) ga qaraganda ikki marta ko‘p kompyuter xotirasi talab qiladi

.chunki

(k+1)

(k) .
y ni hisoblash uchun yva yni xotirada saglash lozim y'*

ning
giymatini y' ning ma’lum giymatiga ko‘ra topish uchun (2.35) , (2.39) sxema
bo‘yicha bir nechta iteratsiya bajarish lozim sxema a) bo‘yicha y'* darhol
topiladi .

Bundan har ikkala sxema absolyut turg‘un va bir xil tartibli
approksimatsiyaga ega bo‘lganligi uchun sxema a) iteratsiya sxemasi b) ga
nisbatan afzalik tuyuladi . Ammo , bunday emas .

Amaliyot ko‘rsatdiki, sxema a) va sxema b) yordamida bir xil aniqlik bilan
hisoblashlar o‘tkazish uchun sxema b) shunday yirik = qadamga yo‘l qo‘yadiki,
u iteratsiya talab gilinishiga garamasdan hisoblash ishlarining keskin kamayishiga
olib keladi. x va t bo‘yicha ikkinchi tartibli approksimatsiyaga ega bo‘lgan

sxemadan foydalanish mumkin .
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=—[(a(ﬁ)ﬁ) +(a(y)y,), ]+ f(fz y]

Ammo, bunday kamchilikka ega, ular -nomoneton, ko‘pincha
“xatoliklar’paydo bo‘lishiga olib keladi. Bu sxema yordamida yaxshi natija olish
uchun vaqt bo‘yicha yetarlicha kichik gadam tanlash lozim.

Kuchsiz kvazichiziglikka ega bo‘lgan sxema uchun
k=k(x,t), f =f(),c=c(xt) bo‘lsa, sxema prediktor —korrektordan
foydalanish mumkin, uning anigligi €(z* +h?) ga teng.

Endi c=k =1, f = f (u) bo‘lganda shunday sxemani keltiramiz (1-rasm)

j} rj—l
J7 rj—%
y L
xr—l 'l, xi—l
y-y

=Yt f(y), y= y(tj+1/2)l
0,5z (2.40)

_ ]_ _ _
) =2+ ¥+ 1)

T

Ao

Biz yuqorida keltirilgan sxemalarni nazariy tadqiq qilishga to‘xtalib
o‘tmaymiz. Birinchidan, bu juda yirik hisoblashlarni talab qiladi, ikkinchidan,
olinadigan baholar juda qo‘pol (bu, chizigli bo‘lmagan masalalar uchun odatiy
hol) va garalayotgan ayirmali sxemalarning qo‘llanilish shartlari hagida noto‘g‘ri
natijalar va tasavvurlar berishga olib keladi.

Shu sababli gayt etib o‘tamizki, chiziqli bo‘lmagan masalalar uchun sonli
metodlarning sifatini tekshirishda testlar o‘tkazish birlamchi ahamiyatga ega,
ya’ni, chiziqli bo‘lmagan masalaning xususiy hollarida analitik yechimlar mavjud
bo‘lgan masalalarni sonli yechish, ular chizigli bo‘lmagan masalalar sinfiga

mansub va ayirim mulohazalar yuritishga imkon beradi.
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2.3-§. Spektral-to‘r metodining turg’unligi.
Spektral-to‘r metodining nazariy jihatdan asoslanishi va gidrodinamik

turg‘unlik muammolariga tadbiq etilishi ishlarda keltirilgan.

Quyidagi differensial masalani garaylik:

Lou(x,t)_—(k( )5“(" t)) 5“2:’0 —f(xt), —1<x<1t>0, (2.41)

u(-Lt)=u(dt) =0, (2.42)
u(x,0) =u,(x). (2.43)

Differensial masala (2.41)-(2.43) uchun Grin funksiyasini G(x,&,t) orgali
belgilaymiz.

Quyidagi funksiya kiritiladi:

w(x.1) _—(k( )a“(x t)) (2.44)

bunda u(x,t) masala (2.41)-(2.43) ning yechimidan iborat, bundan o‘z navbatida

WD) = [G(x &y (& )dE (2.45)

ekanligini ko‘rish mumkin. Ushbu yechimni tenglama (2.41) ga qo‘yib, quyidagi
masalaga kelinadi

w0~ [ Sy (¢ yde =[G £ F(x.0de

-1

Ushbu belgilashni kiritib

0G(X,¢&,1)

T(x&t)=- p
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oxirgi tenglamani quyidagicha yozish mumkin
w(Xx,t)+ jf(x,g,t)y/((f,t)df = —jG(x, E ) f(x,t)dE (2.46)

Grin funksiyasi xossalaridan ko‘rinadiki, T (X,&,t) funksiya [-11]x[-11]
sohada uzluksiz funksiyadan iborat, uning “dioganali” x = £ da chekli uzilishga

ega [39]. Agarda quyidagi operatorni
Ty = [T (& (£
va funksiyani
F(x) =600 0 1 (£.0d

Kiritsak, tenglama (2.46) ni ushbu operatorli ko‘rinishida yozish mumkin
v+Ty=F
yoki
E+T )l =F (2.47)

Agarda vektorlar W (x,t) ni tenglama (2.47) ning yechimi bo‘lgan y(X,t)
funksiyalarni bo‘yicha yuqorida ko‘rsatilgan izomorfizm orqali aniglab, ya’ni

ushbu qoida bo‘yicha

W0 =), WO, )= W)

aniglab, operator T va funksiya F ni tenglama (2.47) ga quyidagi qoida bo‘yicha

ta’sir etadi deb hisoblab
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- (Z_;T v, (X,t)

xe[%g,%1’ ZT l// (X )

xe[ X, %] )

=U (xEp(EDde, . j (v Tv..Tv)

1
xe[ Xy, X ] )_

xe[ % 'X]’”.j: (FX, FX,...,FX)’

€= (Fxb)

xel[%g.% 1" 2(X )

:UG(X,f,t) f(&,1)ds

u holda tenglama (2.47) ni unga ekvivalent formada quyidagicha yoziladi
vy -EEel) (2.48)

Differensial masala (2.41)-(2.43) ni spektral-to‘r metodi bilan yechish

uchun garalayotgan [—1,1] kesmada to‘r kiritiladi:
—l=a=Xx,<X <X, <..<X, =b=1

bunda M berilgan butun son. Qaralayotgan to‘r teng yoki tengmas oraligli
bo‘lishi mumkin. Masala (2.41)-(2.43) ning tagribiy yechimini birinchi turdagi
Chebishev ko‘phadlari gatori ko‘rinishida ifodalash uchun kiritilgan to‘rning har
bir [X.,, %], j=12,...,M, elementi quyidagi alamashtirish orgali [-1,1] kesmaga

akslantiriladi:
X= m, I’ X (2.49)
272 '
bunda m, =x, +x,,,I, =x, —x,, ,va -1<X <1 hamda |, —to‘rning j—elementi
uzunligi.

Qaralayotgan masala (2.41)-(2.43) ning taqribiy yechimi turli sondagi
birinchi tur Chebishev ko‘phadlarining chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishida

izlanadi:
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Pj A -
us™ (x,t) = Zoa,ﬁp" (T, (X),xe[x, %], (2.50)

bunda T —Chebishev ko‘phadlari. Umuman olganda, X argument j indeksga

bog‘lig bo‘ladi, ammo kelgusi bayon qilishlarni soddalashtirish magsadida bu

yerda va kelgusida j indeks yozilmaydi, bunda (p, +1) orqali garalayotgan
masala yechimini to‘rning j elementi [x,,x;]da approksimatsiyalashda

qo‘llaniladigan Chebishev ko‘phadlarining umumiy soni belgilangan, bu yerda

p, > oo har bir fiksirlangan j uchun deb hisoblanadi. Ta’kidlash lozimki, p,

J
son differensial masaladagi yuqori tartibli hosila ko‘rsatkichi 2 dan kichik
bo‘lmasligi  kerak, ya’ni p,>2. To‘ming maksimal gadamini

h=max|, =max(x, —X,,) orqali, to‘r elementlarida yechimni

1<j<m ) 1<j<M
approksimatsiyalash uchun zarur bo‘lgan minimal Chebishev ko‘phadlari soni

p_ =min p, orqali belgilanadi.

1<j<M

Shunday qilib, garalayotgan (2.41)-(2.43) differensial masalaning
yechimini to‘rning barcha elementlarida approksimatsiyalash uchun zarur bo‘lgan

Chebishev ko‘phadlarining umumiy soni ushbu formula bo‘yicha aniqlanadi
o M
m=>(p,+1).
j=1

Spektral-to‘r metodida to‘rning ichki X (j=12,..,M 1) tugunlarida
tagribiy yechim (2.50) va uning birinchi tartibli hosilasining uzluksizligi, to‘rning
X, = a,X,, =b nugtalarida mos chegaraviy shartlar (2.42) ning ganoatlantirilishi

talab etiladi, ya’ni

o'uP (x,,t)  ou(x,,t) .
= * y S:O,l, :1,2,...,M _1,
PV o ] (2.51)
u,(a,t)=0, u,, (b,t)=0.
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U®(x,t) = u™(x,t),....u™ (x,1)), () =(p,, P,,--»P,,) tagribiy yechim

vektori bo‘lib, uning har bir komponentasi o‘zining to‘r elementida aniqlangan.

(pj)

Taqribiy yechim koeffitsientlari a " ni, Louj"i) operatorning [X,,,X|]

intervalda p, —2 nomergacha bo‘lgan Chebishev ko‘phadlariga p(X) vazn bilan

ortogonal bo‘lish shartidan aniqlanadi, ya’ni

Xj

(LU () = f (X, )T, (X) p(X)dx =,

Xj-1

j=12,.,M, 1=01,..,p, -2,

(2.52)

bunda

p(X)= —.
1-X?

Ko‘rinib turibdiki, shartlar (2.51), (2.52) ning umumiy soni, tagribiy

yechim (2.45) dagi noma’lum aﬁ”" koeffitsientlari soni bilan o‘zaro teng va

M
m=> (p, +1) tenglik o‘rinli.
i1

Endi masala (2.51), (2.52) ning taqribiy yechimi p, —c da dastlabki

differensial masala (2.41)-(2.43) ning yechimiga yaqinlashishi ko‘rsatiladi.

Ushbu belgilash kiritiladi

, xoe[xH,xj], (2.53)

w7 (% t)——(k( )au(p (X, t)}

bu holda
v (xt) = Za(p’(t)[ JTn(Y). (2.54)
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Munosabat (2.46) dan kelib chigadiki, y;*’ funksiya interval (x,,X;) ning
chetki nuqtalarida chap va o‘ng tomondan chekli limitlarga ega bo‘ladi. Vektor
U® bo‘yicha (2.46) ga asosan, shunday u® (x) funksiyalarni tuzish mumkinki,
ular [-11] kesmada aniglangan va C'[-11] fazoga tegishli bo‘ladi hamda
bo‘linish nuqtalari X; da, ikkinchi tartibli hosila chap va o‘ng tomonli limitlarga
ega bo‘ladi.

So‘ngra spektral-to‘’r metodi bilan differensial masala (2.41)-(2.43)

operatorli tenglama (2.54) ko‘rinishga keltiriladi. Kesma x €[-1,1] da aniglangan

va quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi
y P (x,1) =y (xt), xe[x,,x] (2.55)

funksiya kiritiladi. Ma’lumki %" to‘rning faqat ichki tugunlari x, da chekli

uzunliklarga ega va bundan tashqari

a 8u(p)
® = | k(X)— 2.56
v ax(()ax } (2.56)

o‘rinli bo‘ladi, bu yerda yuqorida yuritilgan mulohazalarga asosan C.JI.CoGoseB
ta’rifi ma’nosidagi umumlashgan hosilalar tushuniladi. Funksiyalar u‘®(x)

chegaraviy shartlar (2.44) ganoatlantirgani uchun ularni quyidagi ko‘rinishda

ifodalash mumkin
u®(x,t) = jG(x,é,t)w(p) (&,1)dE . (2.57)

Ta’riflash (2.48) dan va munosabat (2.46) dan foydalangan holda u‘” ning
(2.57) dagi formulasi asosida (2.45) quyidagicha yozib olinadi. Bu holda
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ijl//,-“’” ()T, (X) p(X)dx +

Xjq

g U mzl%(“’(é,t)déjn(i)p(i)dx=

j

Xj1

(—j f (x,t)G<x,§,t)d§)n (%)p(X)dx,

j :1121'-'1M;k :0,1,..., pl —-—Mm

Yugorida T , F operatorlar uchun kiritilgan belgilashlardan foydalanib va
[-11] kesma bo‘yicha olingan integralni to‘rning elementlari [x_,, ;] bo‘yicha
olingan integrallarning yig‘indisi ko‘rinishida ifodalab, quyidagi tenglama hosil
gilinadi

Ty 0T @)oo S8 1@ o=

11J

(2.58)
. (z (1) T, (%) p(X)dx,

; i=1
i

bunda € — operatorlar va - funksiyalar ushbu formulalar asosida aniglanadi

Ty :‘Xj %W‘)(ét)dé

E(x0) =— [GXED T, DAE, T, = F(x,8),x < [X1, %]
Ushbu skalyar ko‘paytmani kiritamiz
(p.).. = [o( O (XD p(R)dx

va Gilbert fazosi L, (x,X) qaraladi. Ma’lumki ®:L, (x_,%)—>C[-1]1],

xuddi shuningdek € :C(x._,,x.) = C[-11] o‘rinli bo‘ladi.
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Hagigatdan, ham
0,060 = [T(x & W (E DA

funksiyani kiritaylik. Bu holda

% :%(Xjf(x,é,t)w(é,t)dé+1f (x,ﬁ,t)w(é,t)dé}

ST AT ED mw(f,t)d§+xfmw(§,t)d§=

Xja

—p(En J‘”(” Dy (ende+ de(X‘f” (Ende

NE]

Bunda hosilalar O(;—T chegaralangan va

(T +T) =T ED)] o + T ED)] L) =1,
Shu sababli
e R R DORY 7 DO
Ammo, L,, eL,, chunki
1

p(E)=—=.
1/1—52

_<|w|, vashusababli, g, ew,.

Ichma-ich joylashish teoremasiga asosan g, uzluksiz va hattoki, 1/2

ko‘rsatkich bilan Gelder shartini ganoatlantiradi. Shunday qilib, quyidagilar

o‘rinli ekanligi isbotlandi:
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T LZ(Xl 17 |) _>C[ 11+1]
bundan o‘z navbatida
T':C(x,,x)—C[-1+1].

Vektor W™ = (™ (x,t),...y P (x,t))  Kkiritiladi, uning har bir
komponentasi "’ o‘zining intervalida aniqlangan va munosabat (1.14) ga

asosan (p; — 2) — tartibli ko*phaddan iborat.
Bunday vektorlar fazosida orta sifatida quyidagi vektorlarni olish mumkin
T, =(T,(X).0....0,T, =0T, (X).0....0).... T, =(0,...0,T, (X)),
bunda T, (X) — birinchi  turdagi Chebishev ko‘phadlari (X €[-11] va

i,=01...,p,-2;i,=01,...,p, - 2;i,, =01,..., p,, — 2. Vektor ¥® aniglangan

chekli o‘lchovli LY fazoda quyidagi skalyar ko‘paytma kiritiladi

(P, z2")= z j v (x, 02 (x,t) p(X)dx, X e [-11].

_1X

Ushbu skalyar ko‘paytmadan foydalangan holda tenglama (2.58) ni
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

_ j=12,...M,
(p) (p) _ 2.59
(v )+ (e )= () i —012..p-m &9
bunda
-|€.Ij(p) {Zﬁt//“’”(xt) Z-ﬁll//(pz)(xt) Z'ﬁx//“’“”(xt)j
xelx %] =1 Xe[%,%;] = Xe[Xy_1.%m ]

€= (Ext)

Xe[ Xy 1. %m ] ) )

F,(x1)

XE[XPXZ],...,FM (x,1)

xe 0X1]
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=y, (X,t),..., (X,1)) vektor-funksiyalarning Gilbert fazosi L% kiritiladi,

bunda y (x,t) e L, (X %), ya’'ni

L';/!p = L2,p(XO’)(1)XL2,p()(l )X XLZp(X -1 M)
bo‘lib, ushbu fazoda ham skalyar ko‘paytma xuddi L} fazosidagi kabi kiritiladi.
Endi  W(x,t) vektorlar bo‘yicha har doim w(x,t) funksiyalarni
w (X, 1) =y, (x,1),xe[x_,Xx] qoidabo‘yicha tuzish mumkinki, bu holda L  fazo
Lﬁp (-=11) fazoga ushbu skalyar ko‘paytma bo‘yicha

W.2)y, =3 I w(x,1)z(x,) p(X)dx

—lX

izomorf bo‘ladi. So‘ngra P, :L; — L) proyektor quyidagi qoida bo‘yicha

kiritiladi: agar ¥ = (w,(X,t),...w,, (X,t) va w (x,t) = iﬁ(k‘)Tk(i) bo‘lsa, u holda
k=0

k=0 =

P = (plz_szk(x) z g, (x))

Kiritilgan belgilashlar orgali (2.59) quyidagi ikkinchi turdagi operatorli

tenglama ko‘rinishida yoziladi:

WO 4P TY® P F, X e L, (2.60)

Yugorida keltirilgan mulohazalar tagribiy yechim ¥ ning aniq yechim
¥ga (P_) > o ga yaqinlashishi to‘g‘risida mulohazalar yurutish uchun (ya’ni
p, oo ixtiyoriy j uchun, buyerda (p_)=min(p,, p,.... Py)) xulosalarga kelish

imkonini beradi. 1zomorfizmga asosan ¥ ning ¥ ga yaginlashishini va oz

navbatida (2.45) va (2.57) ga asosan tagribiy yechim
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1P (x,1) = [B(x,£ DU (&,0d¢

ning masala aniq yechim u(x,t) ga yanada kuchliroq normada yaginlashishini

ko‘rsatadi.

Qo‘yilgan masalani sonli yechishda taqribiy yechim vaqtining diskret
gatlamlarida qaraladi. Shu sababli, spektral-to‘r metodining yaqinlashishini
tadqiq etish vaqtning diskret qatlamlarida olib borilishini e’tiborga olgan holda,
asosly tenglamalar va ularning koeffitsientlarini yozishda soddalik uchun vaqt
oshkor holda ko‘rsatilmaydi, hamda asosiy tenglamalar diskret vaqt qatlamlarida

garaladi deb hisoblanadi. Vaqgtning fiksirlangan gatlami t™ orqgali belgilanadi.

Ikkinchi bob bo‘yicha xulosalar
Ikkinchi bobdagi asosiy natijalar quyidagilardan iborat:
1. Ikki gatlamli sxemalarning turg‘unligi hamda chiziglashtirilgan ayirmali
sxemalar topilgan va tahlil gilingan.
2. Nyuton metodi uchun differensial masalaning qo‘yilishi keltirilgan.
3. Spektral-to‘r metodining turg’unligi haqida nazariy ma’lumotlari

keltirilgan.
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III BOB. KVAZICHIZIQLI ISSIQLIK O‘TKAZUVCHANLIK
MASALASINI SONLI MODELLASHTIRISH

Ushbu bobda kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini ayirmali
sxemalar hamda spektral-to‘r metodi bilan sonli modellashtirish masalalari
keltiriladi. Kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi uchun qo‘yilgan
boshlang‘ich-chegaraviy masala ayirmali sxemalar va spektral-to‘r metodi bilan
sonli modellashtiriladi. Hosil bo‘lgan “differensial-algebraik” tenglamalar
sistemasini avtonom sistemalarga keltirish uchun chizigli xosmas almashtirishlar
ketma-ketligi bajariladi. Metodning hisoblash algoritmi ishlab chigiladi, C++
dasturlash tilida tuzilgan dastur asosida harakterli parametrlarning turli

qiymatlarida keng qamrovli hisoblash tajribalari o‘tkazish natijalari va ularning

tahlili keltiriladi.
3.1-§. Differensial masalaning qo‘yilishi

Quyidagi boshlang‘ich-chegaraviy masala garaladi:

ou 0 G(auj
—=—|Uu’|— ||, a<x<b,
ot ax( OX

u(a,t) =0,
u(b,t) =0,

u(x,0) =u,(x),
bunda o > 0.

Ushbu boshlang‘ich-chegaraviy masalani quyidagi ko‘rinishda yozish

mumkin:
M _ e 0 L:+ou“(a—uj ,a<x<b, (3.61)
ot OoX OoX
u(a,t) =0, (3.62)
u(b,t) =0,



u(x,0) = u,(x). (3.63)
3.2-§. Ayirmali sxemalar

Differensial masala (3.61)-(3.63) ni ayirmali sxemalar bilan yechish uchun

garalayotgan uzluksiz
D={0<x<1, 0<t<T|

sohada ayirmali to‘r kiritiladi

X, =ih,i=0,1,2,.., N, h=1/N,
(X|’t )’ .
) t,=j7,j=012,..,M,z=T/M

Ayirmali @, to‘rda differensial masalaga mos quyidagi ayirmali masalalar

qo‘yiladi:

Oshkormas sxema a) :

y-y_1 y,+1 Vi Y=Y O<i<N,
r _h[ |+1(y) (y) h ]1 OSJ<M,
Y, =Uy(X), 0<i<N, (3.64)
y;*=0, y.*=0, 0<j<M.
Oshkormas iteratsiya sxema b):
§li_y 1 A|+1 A' y yll 0<i<N,
=—|a a , )
r h[ |+1(y) h (y) :l 0SJ<M,
y; =Uy(X) 0<i<N, (3.65)
yl*=0, yi*=0, 0< j<M.

Sxema a) va b) da y =y y =yl hamda a (%) =a(3,,4) koeffitsientlar

quyidagi formulalardan birortasi bilan hisoblanishi mumkin:
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a,(9) =0,5[k(d,) + k()]
a (]9) — k(lgil +'9i j ’

2k (9, )k ()
k(4.)+k(4)

a, ('9) =

Temperaturaviy to‘lqinni hisoblash aniqligi koeffitsientlar a (%) ning

qanday yo°‘l bilan hisoblanishidan kuchli bog‘liq bo‘ladi

Oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxema b) ni nazariy jihatdan
taqqoslash [1] da amalga oshirilgan, hamda sxema b) chiziqli bo‘lmaganligi
sababli, uni yechish uchun quyidagi iteratsiya jarayonidan foydalanish magsadga

muvofiq ekanligi ta’kidlangan

(s+1) (s+1) (s+1) (s+1) (s+1) 0<i<N,
Loh Ha (L Yea )Xo Y| osses,
’ h 0< <M,
Y, =Uy(X,), 0<i<N, (3.66)
(s+1) (s+1)
y, =0, y, =0, 0<j<M.

(s+1)
Ushbu sxema y ga nisbatan chiziqli ko‘rinishda bo‘ladi.

3.3-§. Spektral-to‘r metodi

Kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi uchun qo‘yilgan (3.61)-
(3.63) differensial masalani spektral-to‘r metodi bilan yechish uchun
garalayotgan [a, b] integrallash intervalida to‘r kiritiladi, ya’ni ushbu kesma M

ta turli elementlarga bo‘linadi:
(%o D% LI [ X b [ % )

bunda x, =a, x, =b. Differensial masala (3.61)-(3.63) ning tagribiy yechimini

birinchi turdagi Chebishev ko‘phadlari qatori ko‘rinishida ifodalash uchun [a, b]

45



kesmaning har bir [x,,,x,] elementini [-11] kesmaga akslantiriladi. Natijada

i
kiritilgan to‘rning har bir elementida (3.61)-(3.63) differensial masala quyidagi

ko‘rinishga ega bo‘ladi:

%z[gj ufﬂmufl(g%j Ci=12,..M, (3.67)
ot \ oy’ l; oy

u@=u_,(-1), i=12,...,M -1, (3.68)
Lou, ) LUy gy .

IE(l)_lm Py (-1, i=12,..,M -1, (3.69)
u,(-2)=u, (2)=0, (3.70)

m | :
ui(y,O):uo(?'+E'y,O} 1=12,...,M, (3.71)

bunda tengliklar (3.67)-(3.69) to‘rning ichki tugunlarida taqribiy yechim va uning
birinchi tartibli hosilasining uzluksizligi shartini, tenglik (3.70) chegaraviy
shartlarni, tenglik (3.71) esa boshlang‘ich shartlar ko‘rinishini aniqlaydi. Bunda
boshlang‘ich shartlar kelgusi hisoblash jarayonida muhim ahamiyatga ega

bo‘lmaganligi sababli, alohida qaralmaydi.

Tenglamalar sistemasi (3.67)-(3.70) ning tagribiy yechimi birinchi turdagi
Chebishev ko‘phadlari qatori

N .
uj(y)= x al’T (y), T,(y)=cos(n-arccosy) ko‘rinishida izlanadi.
n=0

Qaralayotgan to‘rning M ta elementlaridan har birida (N +1) ta birinchi

turdagi Chebishev ko‘phadlari tugunlari, ya’ni kollokatsiya nugtalari mavjud:

y, =—cos(xi/N),i=01,...,N .
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Qatordagi a!” koeffitsientlar u, (y;) funksiyaning giymatlari orqali teskari

Chebishev almashtirishi

_ 2 N1 m=0]1,...,N,
al’ =——> =u (y)T. (V)

" NCm i=0 C; J(y') m(yl) j=l,2,...,|\/|,

c,=C, =2, ¢ =1 agarm=0,N.

orgali topiladi va kelgusi bayonni soddalashtirish magsadida gatorlarni matritsali

belgilashlar

orgali belgilab olinadi.

y, diskret kollokatsiya tugunlarida birinchi va ikkinchi fazoviy hosilalar

quyidagicha ifodalanadi

ov
— =Thb, 3.72
o (3.72)
o%v

~Td, 3.73
e (3.73)

b va d vektorlar komponentalari a vektor komponentalari yordamida quyidagi

gatorlar orgali aniglanadi:

) N )
CmbrE]J) = 2 Z pafjj)’ m 2 01 j :1""’M ) (3-74)
SZ%W)
) N .
c,d=2 Y p(p*-m’)a?, m>0, j=1..,M, (3.75)
p=m+2
p=m(mod 2)

bunda k=I1(mod2) belgilash (k—1)/2 ifoda butun giymat gabul qilishini
bildiradi.
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Formulalar (3.74) va (3.75) matritsali ko‘rinishda quyidagicha yoziladi
b=Ra, (3.76)
d =Pa, (3.77)

bunda R va P— ((N +1)M)x ((N +1)M ) tartib bo‘Igan blokli-diagonalli kvadrat
matritsalar bo‘lib, ular quyidagi strukturaga ega:

R, 0 0 0 P 0 0 O

R |0 R0 0 5 |0 P 0 0

0o 0 ° 0| 0o 0 . 0f

0 0 0 R, 0 0 0 PR,]
01 0 3 0 ... x X| 0 0 4 0 32 ... X X]
0O 0 4 0 8 X X 0 00 24 O X X
0 00 6 0 X X O 0 0O O 48 X X
R - 0O 0 0 O 8 X X P — O 00 O O X X
10 0 00O x x[ 7|0 00 0 O X X
0 00 0O 0 x O 00 0 O .. 0O
0 0000 0 0] 000 0 O .. 00

Formulalar (3.76), (3.77) ni mos ravishda tengliklar (3.72), (3.73) ga qo‘yib

hamda munosabatdan foydalangan holda fazoviy hosilalarning approksimatsiyasi

topiladi:
oV
Z =By, 3.78
o (3.78)
o’V
= Av, 3.79
& (3.79)

bunda & va B blokli-diagonalli kvadrat matritsalar bo‘lib, tartiblari
(N +2)M)x((N +1)M) ga teng, hamda ular quyidagi strukturaga ega:
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o o 2o
o
o o o
@&
Il
o o o ®
o o B o
o

5o o o

i) j) i) i) ]
0 1 N-1 ﬂ)N
i) noo i i)
0 1 N-1 N
£ |
i N D i)
-10 11 ~IN-1 ZIN
i) i) i) i)
L g\lo &’Ll N-1 ﬁ\IN |

£ 6 - 6, )
g & . 8 8
kﬁr\ljjlo @\lj—)ll lﬁNj—)lN—l @\JZN
88 - B 8

r £ & .. 1) £
0 1 N-1 N
& & - &, &

ﬂvllw &':\11311 "' ﬁl)—lN—l &'}vlzm

1) 1) 1) 1)
ﬂ\l 0 gﬂ o N-1 Q\AN (2)) &gi) N i‘)A &gi‘)
A

0 : : : 0 0
27)10 &L{)M t 27)11\171 &7(\‘27)“\‘
&LZ) &?\‘2) . 2) ﬁf)
0 1 N-1 N
0 0 0
&t()M) &EM) . M) &;M)
0 1 N-1 N
M) My M) M)
0 1 N-1 N

ﬂﬁfo ’\21 ﬂmw—l ’\fl)N
&, &’ - & & ]
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L
g 8 8, K
" : : : 0 0 0
lﬁmlzm @\11311 §N131N—1 @\llle
@1) @1) @1) @1)
NO N1 NN -1 NN @;5) @f) N @0?& @0'2\‘)
g &g & &
6 0 : P : 0 0
&12)10 @szll @\lzf)lel @\31!\1
g B - B 8
0 0 0
g g 8y g
@OM) @1’\“ @m @NM)
0 0 0 P s
@\Ml)o kgN’\f1)1 tﬁl\l’\fl)N—l ﬁN’\fl)N
CHE O
K va B matritsalar guyidagicha hisoblanadi:
K=TPT", B=TRT". (3.80)
Shuningdek quyidagi yordamchi A va B matritsalar ham Kiritiladi:
A=K B=LE. (3.81)

Differensial tenglama (3.77) ni (I =1,...,N —1) to‘rning ichki kollokatsiya
nuqtalarida, shartlar (3.78) va (3.79) ni to‘rning tugun nuqtalarida, shart (3.80) ni

esa to‘rning chegaraviy nuqtalarida yozib, quyidagi sistemaga kelinadi:
z—f =V’ AV +ov' - (Bv), (3.82)

Dv=0, (3.83)

bunda nuqta belgisi ikkita vektorning komponentalari bo‘yicha ko‘paytmasini
bildiradi, S orgali (N +1)M uzunlikka ega bo‘lgan vektor belgilangan, A va B
matritsalar tartibi (N +1M)x(N+1)M) ga va D matritsa tartibi
2M x ((N +1)M ) ga teng:
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AL 0O O 0
0 A 0 0
0O O 0|
_0 0 O AM_
0 0 0 |
(i) () )
1 N-1 N
() )
N-11 a'N—lN—l a'N—lN
0 0 0 |
0 0
af) af)
N-1 N
: : 0
a l(\ll)—l N-1 a l(\jlzl N
0 0
0 0
al(z) afZ)
0 1
0 : :
a al
0 0o -
0 0
0 0
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a(2)

0
A
N-1

N-IN-1

0

BB O 0 0
0 B, 0 0
0 0 0
0 0 0 B,|
0 0 0
(1 (1 (1
bl()J bllJ bll\Jl—l
() (0 (0
bNJ—10 bNJ—ll ijle -1
0 0 0
0 0
0
Al
: 0 0
al,
0
0
0 0 -
ay a
0 : :
a(’\f) a("f)
0 0

b(j)

N-1N

0

0]
blN

0

(M)
AN

N-1N-1

(M)
&y

(M)
N-IN




) 0 - 0 0
by by - bf;’l b
: e : : 0 0 0
blElljlo b,zlz“ brsll IN-1 brEllle
0 0 0 0
0 0o - 0 0
bfé’ bff’ bfél by
B 0 : S0 0
bIEIZ)lo blslzll bVEIZ—)lel bl(\IZJIN
0 0 - 0 0
0 0 0
0 0 - 0 0
by b b
0 0 0 : : :
blEIMlo bl(\lhfl)l blEl,\fl)N—l brilhfl)N
i 0 0o - 0 0 |
10000 00 OO0OODO |
O 0001 -1 0000 0
X X X X X X X X X X
0O 0001 -1 0000
D= X X X X X X X X X X
00001 -1 0000
0 X X X X X X X X X
i 0 00O 0 00 0 1]

A va B matritsalarning a',b{

ij 1y !

(k=1,2,...,M,i=0,N) komponentalari

A va B matritsalarning 3% ,b®,(k=12,...,M,i #0,N) mos komponentalariga

ij 1
teng bo‘lib, D matritsaning dastlabki va oxirgi satr elementlari shartlar (3.80)
asosida, juft (1=2j,j=2,..,M —1)-satr elementlari tenglama (3.78), to
(1=2j-1,j=2,....M)-satr elementlari esa tenglama (3.79) koeffitsientlari

yordamida hisoblanadi.

Tenglamalar sistemasi (3.72)-(3.73) “differensial-algebraik”
tenglamalardan iborat bolib, u (N —1)M ta oddiy differensial tenglamalar
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sistemasi (3.72) va 2M ta chiziqli algebraik shartlar (3.73) dan tashkil topgan,
noma’lumlarning umumiy soni ham tenglamalarning soniga teng bo‘lib,

(N +1)M tani tashkil etadi.
G xosmas matritsa xossalaridan foydalanilib, quyidagi belgilashlar
Kiritiladi:
¥ =AG?, (3.74)
f=ov*.(BvY, (3.75)
hamda ular orgali tenglama (3.72) ni quyidagi yozish mumkin bo‘ladi

W_ e s £ (3.76)
dt

Shunday qilib, yuqoridagi munosabatdan foydalanib, oddiy differensial

tenglamalar sistemasi (3.72) tartibi unga nisbatan kichik bo‘lgan sistemaga

keltiriladi, bunda H ham xosmas matritsa bo‘lib, u K matritsaning nolga teng
bo‘lgan satr va ustunlarini olib tashlash orqali hosil gilinadi, buning uchun uning

elementlari w vektorning mos nolga teng elementlariga kopaytiriladi.

Bu holatda, tenglamalar sistemasi (3.76) ni quyidagicha yozish mumkin

ﬂ:r°’Hr+ f, (3.77)
dt

bunda H matritsa (N —1)M )x ((N —1)M ) tartib ega bo‘lgan matritsa,

r= {ul(yl)"'ul(yN—l)’u2(yl)"'u2(yN—1)""’uM (yl)uM (yN—l)}’
f={f.(V) (Vo) o (V) Ty (Vg )seen g (VL)oo By (Vo))

vektorlar esa (M(N —1)) uzunlikka ega bo‘lgan vektorlar, bunda r vektor v

vektordan fagatgina (j—1)N +1 va JN, j=12,..,M komponentalari kamligi
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bilan farglanadi. v vektorning yetishmaydigan komponentalari chizigli algebraik

tenglamalar sistemasidan
w=GvV
foydalanib topiladi.

Tenglamalar sistemasi (3.77) evolyutsion sistemadan iborat bo‘lib, uni
sonli yechish uchun spektral-to‘r metodi qo‘llanilgan. Sistemada vaqt bo‘yicha

yangi qatlamga o‘tishda quyidagi oshkor sxemadan foydalaniladi

r(t+7)=r(t)+ Rr(t)"Qr(t) - Rf (t),
Ro(t) = é [23p(t) —16¢(t — 7) + 5(t — 27) ] (3.78)

12
T

Q="2(e" —E)23E —16e ™ + 562" )",

bunda Q matritsa tenglamalar sistemasi (3.77) da maxsus almashtirishlarni

bajarish orgali hisoblanadi . E-birlik matritsa, R-uchinchi tartibli Adams-

Beshfort sxemasi operatori, 7—integrallash gadami.

Oshkor sxema (3.78) Adams-Beshfort sxemasini qo‘llashga nisbatan
integrallash gadami 7 ga turg‘unlik nuqtai-nazaridan qo‘yiladigan talabni keskin

pasaytirish imkonini beradi.
3.4-§. Hisoblash eksperimenti natijalari va ularning tahlili

Dastlab garaganda, 3.2 paragrafda bayon gilingan oshkormas sxema a)
iteratsiya talab gilmaganligi sababli undan foydalanish, iteratsiya talab giladigan
oshkormas sxema b) dan foydalanganga qaraganda afzaldek ko‘rinadi. Ammo,
amaliy hisoblashlar oshkormas iteratsiyali sxema b) ning samarali ekanligini

ko‘rsatadi.

Shu sababli, issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti temperaturaning yuqori

tartibli chizigli bo‘lmagan funksiyasi bo‘lgan holda, ya’ni k(u)=u’, c=1,2,3
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bo‘lgan holda oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) larning
samaradorligini hisoblash eksprimenti nuqtai - nazaridan taggoslash muhim
amaliy ahamiyatga ega. Mualliflarga ushbu yo‘nalishda bajarilgan biror - bir

tadqiqot ishlari ma’lum emas.

Ma’lumki, ixtiyoriy sonli metodlarning samaradorligini baholashda asosiy
ko‘rsatkich sifatida arifmetik amallar soni qaraladi. Ushbu tadqiqot ishida
oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) larning samaradorligi
issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u’, o =1,2,3 ko‘rinishda bo‘lganda
arifmetik amallar soni bo‘yicha tagqqoslanadi, hamda oshkormas iteratsiya
sxemasi b) ning oshkormas sxema a) ga nisbatan samarali metod ekanligi

ko‘rsatiladi.

Oc‘tkazilgan hisoblash eksprimenti natijalari parametr o ning giymati ortib
borishi bilan sxema oshkormas sxemasi a) bo‘yicha ma’lum aniqlikka erishishi
uchun vaqt bo‘yicha juda kichik 7 qadam tanlash zarurligini, bu esa 0z navbatida
arifmetik amallar sonining keskin ortib ketishiga olib kelishini ko‘rsatadi.
Oshkormas iteratsiya sxemasi b) bo‘yicha ma’lum aniqlikni ta’minlash uchun
vaqt bo‘yicha har bir qatlam oralig‘ida atigi uchta iteratsiya bajarish kifoya
ekanligi namoyish etilgan, natijada arifmetik amallar soni sezilarli darajada

kamayishiga erishish mumkinligi ko rsatilgan.

Ta’kidlash lozimki, ayirmali sxemalar (3.64) va (3.66) progonka metodi
bilan yechiladi. Ma’lumki progonka metodini bitta qatlamda bajarish uchun 8N

arifmetik amal sarflanadi, bu erda N to‘rning tugunlari soni.

Oshkormas sxemasi a) ni amalga oshirish uchun zarur bo‘lgan arifmetik

amallar soni Q, =8N * N1 ga, ushbu amallar soni ayirmali oshkormas iteratsiya
sxemasi b) uchun Q,=8N*IT *N2ga teng bo‘ladi, bunda 8N progonka
metodini amallar soni, N1 va N2 lar mos ravishda oshkormas sxemasi a) va

oshkormas iteratsiya sxemasi b) lardagi vaqt bo‘yicha qatlamlar soni, IT esa
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oshkormas iteratsiya sxemasi b) da bitta gatlamda amalga oshirilishi lozim

bo‘lgan iteratsiyalar sonidan iborat.

Differentsial masala (3.61)-(3.63) garalayotgan

D={0<x<1, 0<t<T}

sohada quyidagi ayirmali to‘rni kiritamiz

h

B ) X =ihi=01,2, N, h=1/N,
P D 20,2, M =TIM [

Hisoblash eksprimenti olib borish uchun masala parametrlarini
quyidagicha tanlaymiz : 0<t<4,7=0.01,N =100,h=0.04,x €[-2,2].

Dastlab o =1 bo‘lgan holni, ya’ni k(u)=u-issiqlik o‘tkazuvchanlik

koeffitsienti temperaturaning chiziqli funksiyasi bo‘lgan holni qaraymiz.
3.1-jadval.

Issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u (o =1) bo‘lgan holda
oshkormas sxemasi (sxema a) ) va oshkormas iteratsiya sxemasi (sxema b))

bilan olingan natijalar. (h=107?)

t =407 t=4007
sxema a) sxema b) sxema a) sxema b)
-0.5 0.3827 0.3925 0.1082 0.1172
-0.2 0.4828 0.4967 0.1259 0.1368
0 0.5064 05213 0.13 0.1413
0.2 0.4829 0.497 0.1261 0.137
0.5 0.3831 0.3933 0.1086 0.1177

Ushbu jadvaldagi hisoblash natijalari quyidagi grafikda oz ifodasini

topgan.

56




3.1-rasm. Oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) = =0.01

vaqt gadami bilan olingan yechim

Hisoblash eksprementi o°tkazish natijasida olingan 3.1-rasmdan
ko‘rinadiki,

oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) lar bo‘yicha olingan
natijalar biroz farglanadi. Oshkormas sxemasi a) ning anigligini oshirish uchun
vaqt bo‘yicha to‘r qadamini kichraytiramiz, oshkormas iteratsiya sxemasi b) ni

0°‘z holatida qoldiramiz, ya’ni oshkormas sxemasi a) da (z =0.001,N1=100) va
oshkormas iteratsiya sxemasi b) da (z=0.01,N1=100) bo‘lganda to‘r
tugunlarida hisoblash natijalari 3.2-jadvalda keltirilgan.
3.2-jadval.
Issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u (o =1) bo‘lgan holda oshkormas
sxemasi (sxema a) ) va oshkormas iteratsiya sxemasi (sxema b)) bilan olingan

natijalar. (h=107)

t =400t t =407 t =40007 t=4007

sxema a) sxema b) sxema a) sxema b)
-0.5 0.3851 0.3925 0.1086 0.1172
-0.2 0.4863 0.4967 0.1264 0.1368
0 0.5102 05213 0.1305 0.1413
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0.2 0.4863 0.497 0.1266 0.137
0.5 0.386 0.3933 0.1091 0.1177

Ushbu jadvaldagi hisoblash natijalari quyidagi grafikda o‘z ifodasini
topgan.

3.2-rasm. Oshkormas sxemasi a) r=0.001 vaqgt gadami bilan va oshkormas
iteratsiya sxemasi b) = =0.01 vaqgt gadami bilan olingan yechim

Hisoblash eksprimenti natijalari ko‘rsatadiki, o =1 bo‘lgan holda
oshkormas iteratsiya sxemasi b) bo‘yicha olingan natijalarga yaqin qiymatlarni
olish uchun oshkormas sxemasi a) da vaqt bo‘yicha to‘r qadamini 10 marta
kichraytirishga to‘g‘ri keladi. Bu holda oshkormas sxemasi a) da arifmetik
amallar soni Q;=800 000 ga, oshkormas iteratsiya sxemasi b) da esa Q,=240 000
ga teng.

o =2 bo‘lgan holda to‘rning gadamlari uchun h=0.04 va oshkormas
sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) lar uchun z=0.01 giymatlar
tanlangan bo‘lsin. Oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b)
orqali hisoblash eksprimenti o‘tkazilgan va olingan natijalar 3.3-jadvalda hamda

grafik ko‘rinishda 3.3-rasmda keltirilgan.

3.3-jadval.
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Issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u’ (o =2) bo‘lgan holda oshkormas
sxemasi (sxema a) ) va oshkormas iteratsiya sxemasi (sxema b)) bilan olingan

natijalar. (h=107?)

t =407 t=4007
sxema a) sxema b) sxema a) sxema b)
-0.5 0.4365 0.453 0.2106 0.2222
-0.2 0.5468 0.5723 0.2425 0.2568
0 0.5674 0.5955 0.2458 0.2606
0.2 0.5279 0.5543 0.231 0.2448
0.5 0.398 0.4157 0.1868 0.1972

09

07

06

4
05 7 N

03 N

__________
~~~~~
=5

02

3.3-rasm. Oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) t =40«

vaqt gadami bilan olingan yechim

Hisoblash natijasida olingan 3.3-rasmdan ko‘rinadiki, oshkormas sxemasi
a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) lar bo‘yicha olingan natijalar sezilarli

darajada farglanadi.

Oshkormas sxemasi a) ning aniqligini oshirish uchun vaqt bo‘yicha to‘r
qadamini kichraytiramiz, oshkormas iteratsiya sxemasi b) ni o‘z holatida

qoldiramiz, ya’ni oshkormas sxemasi a) da z=0.0001va oshkormas iteratsiya
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sxemasi b) da z =0.01 bo‘lganda to‘r tugunlarida hisoblash natijalari 3.4-jadvalda
hamda grafik ko‘rinishda 3.4-rasmda keltirilgan.
3.4-jadval.
Issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u® (o =2) bo‘lgan holda oshkormas
sxemasi (sxema a) ) va oshkormas iteratsiya sxemasi (sxema b)) bilan olingan

natijalar. (h=10")

t=40007 t =407 t =400007 t=4007

sxema a) sxema b) sxema a) sxema b)
-0.5 0.4369 0.453 0.2157 0.2222
-0.2 0.5475 0.5723 0.2488 0.2568
0 0.5682 0.5955 0.2524 0.2606
0.2 0.529 0.5543 0.2372 0.2448
0.5 0.3989 0.4157 0.1914 0.1972

08+

08+

07

06~

05+

04+

03+

02~

01

3.4-rasm. Oshkormas sxemasi a) r =0.0001 vaqt gadami bilan va oshkormas
iteratsiya sxemasi b) = =0.01 vaqt gadami bilan olingan yechim

Hisoblash eksprimenti natijalari ko‘rsatadiki, o=2 bo‘lgan holda

oshkormas iteratsiya sxemasi b) bo‘yicha olingan natijalarga yaqin qiymatlarni
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olish uchun oshkormas sxemasi a) da vaqt bo‘yicha to‘r gadamini 1000 marta
kichraytirishga to‘g‘ri keladi.

Bu holda oshkormas sxemasi a) da arifmetik amallar soni Q;=8 000 000 ga,
oshkormas iteratsiya sxemasi b) da esa Q=240 000 ga teng.

o =3bo‘lgan holda to‘rning qadamlari uchun h=0.04 va oshkormas
sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) uchun z = 0.01 giymatlar tanlangan
bo‘lIsin.

Oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) orgali
3.5-jadvalda hamda grafik

o‘tkazilgan hisoblash eksprimenti natijalari

ko‘rinishida 3.5-rasmda berilgan.
3.5-jadval.

Issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u’® (o =3) bo‘lgan holda oshkormas
sxemasi (sxema a) ) va oshkormas iteratsiya sxemasi (sxema b)) bilan olingan

natijalar. (h=107?)

t =407 t=4007r
sxema a) sxema b) sxema a) sxema b)
-0.5 0.4649 0.5002 0.2823 0.3103
-0.2 0.5865 0.6237 0.332 0.356
0 0.6104 0.644 0.3402 0.3586
0.2 0.576 0.593 0.3253 0.3342
0.5 0.4463 0.4429 0.2693 0.2675
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—=——asxemat=0
—=——a-sxema t=40tau
| —— —asxema t=400tau
b-sxema t=0
b-sxema t=40tau
b-sxema t=400tau

————————
-
P
-
-

3.5-rasm. Oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) z =0.01
vaqt gadami bilan olingan yechim

Hisoblash eksprimenti o‘tkazish natijasida olingan 3.5-rasmdan

ko‘rinadiki, oshkormas sxemasi a) va oshkormas iteratsiya sxemasi b) lar

bo‘yicha olingan natijalar keskin farqlanadi. Oshkormas sxemasi a) ning

aniqligini oshirish uchun vaqt bo‘yicha to‘r qadamini kichraytiramiz, oshkormas

iteratsiya sxemasi b) ni o‘z holatida qoldiramiz, ya’ni oshkormas sxemasi a) da

7=0.00001va oshkormas iteratsiya sxemasi b) da z=0.01 bo‘lganda to‘r

tugunlarida hisoblash natijalari 3.6-jadvalda hamda grafik ko‘rinishida 3.6-
rasmda keltirilgan.

3.6-jadval.

Issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u’ (o =3) bo‘lgan holda oshkormas

sxemasi (sxema a) ) va oshkormas iteratsiya sxemasi (sxema b)) bilan olingan
natijalar. (h=10")

t =40007 t =407 t =400007 t =400t

sxema a) sxema b) sxema a) sxema b)
-0.5 0.4852 0.5002 0.2901 0.3103
-0.2 0.5876 0.6237 0.3321 0.356
0 0.6117 0.644 0.3404 0.3586
0.2 0.5773 0.593 0.3255 0.3342
0.5 0.4448 0.4429 0.2648 0.2675
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———a-sxema t=0
= —=—a-sxema t=4000tau
x| —— ~asxema t=40000tau
—b-sxema t=0
—b-sxema t=40tau
—b-sxema t=400tau

—— s
= =
==
=

3.6-rasm. Oshkormas sxemasi a) = =0.00001 vaqgt gadami bilan va oshkormas

iteratsiya sxemasi b) z =0.01 vaqt gadami bilan olingan yechim

Hisoblash eksprimenti natijalari ko‘rsatadiki, o =3 bo‘lgan holda
oshkormas iteratsiya sxemasi b) bo‘yicha olingan natijalarga nisbatan yaqinroq
qiymatlarni olish uchun oshkormas sxemasi a) da vaqt bo‘yicha to‘r qadamini
10000 marta kichraytirishga to‘g‘ri keldi. Bu holda oshkormas sxemasi a) da
arifmetik amallar soni Q=80 000 000 ga, oshkormas iteratsiya sxemasi b) da esa
Q»=240 000 ga teng bo‘ladi.

Yugoridagi hisoblash natijalarining grafiklaridan oshkormas iteratsiya
sxemasi b) ning oshkormas sxemasi a) ga nisbatan yuqori aniqlikka ega ekanligini
ko‘rish mumkin [93].

Endi oshkormas iteratsiya sxemasi b) yordamida olingan yechimlarni
paragraf 3.3 da bayon gilingan spektral-to‘r metodi orqali olingan yechimlar bilan
tagqoslaymiz. Bunda hisoblash eksperimenti parametrlarini quyidagicha
tanlaymiz: 0<t<4,7=0.01, xe[-2,2] hamda [-2,2] kesma teng oraliglarga
bo‘linganda N =32, N =64 tugunlarga ega bo‘lgan ayirmali sxemadan
foydalangan holda, xuddi shuningdek bazis funksiyalari (Chebishev ko‘phadlari)
soni N=32 va N =64 ga teng bo‘lgan spektral-to‘r metodi bilan vaqtning
t =0,407,4007 gatlamida olib borilgan, bu yerda 7 vaqt bo‘yicha to‘r qadami.
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Dastlab o =1 bo‘lgan holni, ya’ni k(u) =k,u - issiqlik o‘tkazuvchanlik
koeffitsienti temperaturaning chiziqli funksiyasi bo‘lgan holni qaraymiz. Bunda
spektral-to‘r metodida bazis funksiyalari (Chebishev ko‘phadlari) soni N =32,
to’r tugunlari M =4 va N =64, to‘r tugunlari M =8 ga teng,oshkormas
iteratsiya sxemasi b) da tugunlar soni N =32, N =64 ga teng deb olingan.
Olingan hisoblash natijalari 3.7-jadvalda hamda grafik ko‘rinishida 3.7 - 3.8-

rasmlarda keltirilgan.
3.7-jadval

Issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u (o =1) bo‘lgan holda iteratsiyali

oshkormas sxemasi (sxema b)) va spektral-to‘r metodi bilan olingan natijalar.

(h=107?)
t =407
sxema b) Spektral-to‘r metodi
N=32 N=64 N=32 N=64
-0.4 0.4345 0.4202 0.5151 0.5034
-0.25 0.4847 0.4685 0.5502 0.552
0 0.5196 0.5021 0.5759 0.5763
0.25 0.4853 0.4687 0.5502 0.552
0.4 0.4353 0.4203 0.5153 0.5147

— N=64 t=0

y — N=B4 t=40tau
— N=64 t=400tau
— —-N=321=0
—-—--N=32 t=40tau
——+-N=32 t=400tau
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3.7-rasm. Oshkormas iteratsiya sxemasi b) da olingan yechim,

08

08+

—N=32t=0
— N=32 t=40tau
— N=32 t=400tau
—-—--N=64 t=0
—-—-N=64 t=40tau
06— ——-N=64 t=400tau

07

05+

04

03

02+

01

3.8-rasm. Spektral-to‘r metodida olingan yechim.

Hisoblash eksprimenti o°tkazish natijasida olingan 3.7-rasmdan oshkormas
iteratsiya sxemasi b) yordamida olingan yechimlar esa bir-biriga yaginligini

3.8-rasmdan spektral-to‘r metodi yordamida olingan yechimlar ustma-ust

tushganligi, ko‘rish mumkin.

Endi o =2 bo‘lgan holni qaraymiz. Hisoblash eksperimenti parametrlarini

o =1 bo‘lgan holdagidek garaymiz. Olingan hisoblash natijalari 3.8-jadvalda

hamda grafik ko‘rinishida 3.9 - 3.10-rasmlarda keltirilgan

3.8-jadval

Issiglik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti k(u) =u’® (o =2) bo‘lgan holda iteratsiyali

oshkormas sxemasi (sxema b)) va spektral-to‘r metodi bilan olingan natijalar.

(h=10"?)

t =407

sxema b) Spektral-to‘r metodi
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N=32 N=64 N=32 N=64

-0.4 0.4911 0.4717 0.5572 0.5606
-0.25 0.5469 0.5263 0.603 0.6058
0 0.5785 0.5625 0.6337 0.6342
0.25 0.5228 0.5148 0.603 0.6058
0.4 0.4569 0.4535 0.5572 0.5606

— N=64 t=0
— N=64 t=40tau

—-—-N=32t=0
—-—--N=32 t=40tau

— N=64 t=400tau

—-—-N=32 t=400tau

T

—N=32t=0
— N=32 t=40tau
— N=32 t=400tau
—-—--N=64 t=0
——-N=64 t=40tau
—-—--N=64 t=400tau

3.10-rasm. Spektral-to‘r metodida olingan yechim.
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Hisoblash eksprimenti o‘tkazish natijasida olingan 3.9-rasmda oshkormas
iteratsiya sxemasi b) yordamida olingan yechimlar vaqtning turli gatlamlarida
fargli ekanligini, 3.10-rasmdan esa spektral-to‘r metodi yordamida olingan

yechimlar ustma-ust tushganligi, ko‘rish mumkin.

Endi issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti temperaturaning kubik
funksiyasi bo‘lgan, ya’ni o =3 holni garaymiz. Hisoblash eksperimenti
parametrlarini o =1 bo‘lgan holdagidek garaymiz. Olingan hisoblash natijalari
3.9-jadvalda hamda grafik ko‘rinishida 3.11 - 3.12-rasmlarda keltirilgan

09

—— N=64 t=0
— N=64 t=40tau
— N=64 t=400tau
—-—-N=32t=0
—-—-N=32 t=40tau
—-—--N=32 t=400tau

08—
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06—

05—
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02—

01—

08—

08 —N=32t=0 —
— N=32 t=40tau
— N=32 t=400tau
—-—-N=64 t=0
——-N=64 t=40tau
—-—--N=64 t=400tau

07

06

05—

044

03—

02—

01
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3.12-rasm. Spektral-to‘r metodida olingan yechim.

Hisoblash eksprimenti o‘tkazish natijasida olingan 3.11-rasmdan
oshkormas iteratsiya sxemasi b) yordamida olingan yechimlar vaqtning turli
gatlamlarida keskin farglananishini 3.12-rasmdan spektral-to‘r metodi yordamida

olingan yechimlar har doimgidek ustma-ust tushganligi, ko‘rish mumkin [94].

Ayni paytda 3.8, 3.10, 3.12 rasmlarda issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti
temperaturaning yuqori darajali funksyasi bo‘lgan hollarda qaralayotgan
masalaning spektral-to‘r metodi bilan Chebishev ko‘phadlari soni turlicha
bo‘lganda olingan sonli yechimlarining taqqoslash natijalaridan ko‘rinadiki,
qo‘yilgan masalaning spektral-to‘r metodi bilan olingan taqribiy yechimlari

o =1,2,3parametrning tanlangan giymatlarida mos tushadi, bu 0‘z navbatida kam

sonli ko‘phadlardan foydalangan holda yuqori aniqlikka ega bo‘lishligini

ko‘rsatdi.

Uchinchi bob bo‘yicha xulosalar
Uchinchi bobdagi asosiy natijalar quyidagilardan iborat:

- Chiziqgli bo‘lmagan koeftfisientli kvazichizigli issiqlik o‘tkazuvchanlik
masalasi uchun qo‘yilgan boshlang‘ich-chegaraviy masala spektral-to‘r
metodi bilan sonli modellashtirildi;

- “differensial-algebraik” tenglamalar sistemasini avtonom sistemalarga
keltirish uchun chiziqli xosmas almashtirishlar qo‘llanildi;

- Spektral-to‘r metodining hisoblash algoritmi va dasturiy ta’minoti
ishlab chiqildi;

- C++ dasturlash tilida tuzilgan dastur asosida harakterli parametrlarning
turli giymatlarida keng qamrovli hisoblash eksperimenti o‘tkazish

natijalari va ularning tahlili keltirildi.
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Xulosa

Ayirmali sxema hamda spektral-to’r metodlari boyicha olib borilgan ilmiy
tadqiqot ishlari tahlili keltirilgan.

Boshlang‘ich va chegaraviy masalalarning qo‘yilishi. Fazoviy vaqt
bo’yicha approksimatsiya shartlari haqida batafsil ma’lumotlar keltirilgan va
aniglangan.

Kvazichizigli issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun statsionar
masalaga mos differensial masala qo‘yiladi, uning ba’zi analitik yechimlari
tuzildi.

Chiziqli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun qo‘yilgan
differensial masala ayirmali sxemalar bilan approksimatsiyalandi, oshkormas
sxemalar yordamida yechish algoritmi ishlab chiqildi.

Chiziqgli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun oshkormas
sxemalar oilasi garaldi, ularning koeffitsiyentlarini tanlab olish masalalari tahlil
qilindi.

Ayirmali sxema hamda spektral-to‘r metodlari nazariy ma’lumotlari
keltirilgan.

differensial masala qo‘yildi;

qo‘yilgan masalani sonli modellashtirish uchun ayirmali hamda spektral-
to‘r metodi algoritmi ishlab chiqildi, algoritmga mos dasturiy ta’minot yaratildi

hamda keng gamrovli hisoblash eksperimenti olib borildi.
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