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KIRISH 

Magistrlik dissertatsiyasi mavzusining asoslanishi va uning dolzarbligi: 

Jahon miqyosida olib borilayotgan ko‘plab ilmiy-amaliy tadqiqotlar, 

aksariyat hollarda, kvazichiziqli temperaturaviy jarayonlarni modellashtirish, 

issiqlik tarqalish masalalarini sonli modellashtirish va taqribiy yechimlarini qurish, 

taqribiy yechimlarning aniqligi darajasini oshirish masalalariga keltiriladi. 

Kvazichiziqli tenglamalar bilan gazlar dinamikasi masalalarida, plazmalarda 

kechadigan yuqori haroratli jarayonlarda issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti 

temperaturaning (va zichlikning) chiziqli bo‘lmagan funksiyasidan, bundan tashqari 

bir qator masalalarda temperatura gradientining chiziqli bo‘lmagan funksiyasidan 

iborat bo‘ladi, agarda issiqlik kimyoviy reaksiya sababli ajralib chiqayotgan bo‘lsa, 

issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasining o‘ng tomoni bo‘lgan issiqlik manbalari 

temperaturaga bog‘liq bo‘ladi, ayrim hollarda muhitning issiqlik sig‘imi ham 

temperaturaga bog‘liq bo‘lishi mumkin. Shu sababli, kvazichiziqli jarayonlarni 

modellashtirish va ularni sonli hisoblash usullarini ishlab chiqish, ushbu sohadagi 

tadqiqotlarning muhim ob’ektidir. Shu maqsadda, tabiiy jarayonlarni qamrab 

oluvchi chiziqli bo‘lmagan matematik modellarni qurish, samarali sonli yechish 

sxemalari va algoritmlarini qurish hamda ularning dasturiy ta’minotini yaratish 

amaliy matematika sohasidagi dolzarb masalalardan hisoblanadi. 

Dunyoda amaliy tadbiqqa ega bo‘lgan ko‘plab fizika, tibbiyot masalalarini 

matematik modellashtirish, matematik-fizika masalalaridagi muammolarni tadqiq 

qilish, ularni ayirmali sxemalarda qo‘llash, sonli yechimini topish hamda amaliy 

natijalarga ega bo‘lish, ularni amaliyotda qo‘llashga doir ilmiy izlanishlar olib 

borilmoqda. «vaqt o‘tishi, hayot o‘zgarishi bilan odamlarning iste’mol talabi va 

ehtiyojlari ham muttasil ortib bormoqda. Yerimiz, suvimiz esa ko‘paymasligi tabiiy, 

albatta.  

Bunday resurslar nafaqat bizda, butun dunyoda cheklangan. Binobarin, biz 

endi aqlimizni, intellektual salohiyatimizni, bilim va tajribamizni oshirishimiz, 

aynan ana shu omillarni iqtisodiy o‘sish nuqtalari va resurs manbalariga 

aylantirishimiz shart.» 
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Tadqiqot obyekti va predmetining belgilanishi: 

Sifatida bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas va chiziqli bo‘lmagan koeffisientli 

kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalari olingan. 

Tadqiqotning predmeti amaliy masalalarni yechishga yo‘naltirilgan ayirmali 

sxemalar hamda spektral-to‘r metodi yordamida ularni yechish algoritmlarini ishlab 

chiqish va dasturiy ta’minotini yaratishdan iborat. 

Tadqiqot maqsadi va vazifalari: 

Tadqiqotning maqsadi gazlar dinamikasi hamda kvazichiziqli 

temperaturaviy jarayonlarni sonli modellashtirish masalalarini sonli yechish 

algoritmi va kompyuter dasturini ishlab chiqish hamda berilgan matematika-fizika 

masalalarni yechish. 

Tadqiqotning vazifalari: 

-Tadqiqot muammosiga oid adabiyotlarni o‘rganib chiqish va ayirmali 

sxemalar hamda spektral-to‘r metodlarini o‘rganishni ilmiy asoslab berish; 

-Ta’lim tizimida tadqiqot jarayoniga oid mavjud bo‘lgan milliy va xorijiy 

ilmiy ish va maqolalarni tahlil qilish va tadqiqot ishiga mos dastur rejani ishlab 

chiqish; 

-Kvazichiziqli tenglamalarni ayirmali sxema hamda spektral-to‘r metodlari 

yordamida sonli yechish algoritm va kompyuter dasturini ishlab chiqish. 

-Kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik tenglamasi uchun statsionar xolda 

differensial masalani qo‘yish va xususiy holda ba’zi analitik yechimlarni topish; 

-Kvazichiziqli issiqlik o‘tkalarlazuvchanlik tenglamasi uchun ayirmali 

sxemalarni tuzish yechish algoritmlarini ishlab chiqish; 

-Bo‘lakli-o‘zgarmas  koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichiziqli issiqlik 

o‘tkazuvchanlik masalasini ayirmali sxemalar bilan approksimatsiyalash, ayirmali 

sxemalarni oshkor va oshkormas sxemalar hamda spektral-to‘r metodlari bilan 

yechish algoritmini ishlab chiqish; 

-Matlab Amaliy dasturlar paketi hamda C++ dasturlash tilida dastur tuzish, 

hisoblash natijalari hamda grafiklarini taqqoslash. 

Tadqiqotning ilmiy yangiligi:  
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bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas va chiziqli bo‘lmagan koeffisientli kvazichiziqli 

issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalarining sonli yechimlari qurilgan; 

bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas va chiziqli bo‘lmagan koeffisientli kvazichiziqli 

issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalari uchun qo‘yilgan boshlang‘ich-chegaraviy 

masalalarni sonli yechish algoritmlari ishlab chiqilgan. 

bo‘lakli o‘zgarmas koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichiziqli issiqlik 

o‘tkazuvchanlik masalalarni yechish metodlarini chuqur tahlil etgan holda 

kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalarini ayirmali hamda spektral-to‘r 

metodlarini birgalikda qo‘llab sonli yechish algoritmlarini chiqarish, matlab amaliy 

dasturlar paketi hamda C++ dasturlash tilida dastur tuzish, sonli hisoblashlar 

o‘tkazish orqali hisoblash taqqoslash, amaliy masalalarni yechishda hisoblash 

eksperimenti bosqichlarini to‘liq o‘tkazish ko‘nikmalarni egallashdan iborat. 

metodologik jihatdan yangicha talqin berishga harakat qilinganligi. 

Tadqiqotning asosiy masalalari va farazlari: 

1.Chiziqli differensial masalaning qo‘yilishi. chiziqsiz to‘lqinlar evolyutsiyasi 

matematik modellari, dispersiyaga ega bo‘lgan nochiziqli muhitlarda to‘lqinlarning 

tarqalishi. 

2. Chebishev ko‘phadlari va ularning xossalari keltirilishi, Kortevega-de Vriza 

tenglamasi spektral metodi bilan sonli modellashtirish masalalari keltirilishi. 

Kortevega-de Vriza tenglamasi uchun qo`yilgan boshlang`ich-chegaraviy masala 

spektral metodi bilan sonli modellashtirilishi.  

3. Uzlukli o‘zgarmas koeffisientli kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi 

ayirmali usullar va spektral-to‘r usuli bilan sonli modellashtirilish. Mazkur bobda 

dastlab differensial masala qo‘yilishi. Qo‘yilgan masalani sonli modellashtirish 

uchun ayirmali sxemalar hamda spektral-to‘r usullari assosida sonli yechish 

algoritmi ishlab chiqilishi, algoritmga mos dasturiy ta’minot tuzilishi, olingan sonli 

natijalar tahlil etilishi. Hosil bo‘lgan “differensial-algebraik” tenglamalar 

sistemasini ikkita avtonom sistemalarga keltirish uchun chiziqli xosmas 

almashtirishlar qo‘llanilishi. Usullarning hisoblash algoritmlari ishlab chiqilishi, 

C++ dasturlash tilida tuzilgan dastur asosida harakterli parametrlarning turli 
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qiymatlarida keng qamrovli hisoblash tajribalari o‘tkazilishi, olingan sonli natijalar 

va ularning tahlili keltirilishi. 

Tadqiqot mavzusi bo‘yicha qisqacha adabiyotlar tahlili:  

Mavzuga oid adabiyotlarda amaliy matematika va axborot texnalogiyalari 

sohasidagi yirik olimlarnng quydagi asarlaridan foydalanildi: 

1) Н.Н.Яненко, Б.Л.Реждественский Системы квазилинейных уривнений  

2) А.А.Самарский , Ю.П.Попов Разнестные схемы газавой динамики 

3) А.А.Самарский Теория разностных схем  

Ushbu adabiyotlarda keltirilgan bo‘lakli-o‘zgarmas koeffitsientlarga ega bo‘lgan 

kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalarini yechish metodlari tahlil qilindi, 

hamda aniq ko‘rinishda berilgan chiziqli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik 

tenglamasini chiziqli bo‘lmagan ayirmali sxemalar yordamida approksimatsiyalash, 

ayirmali sxemaga oshkor va oshkormas sxemalar hamda spektral-to‘r metodlarini 

qo‘llab, uni yechish algoritmi ishlab chiqildi,  

Tadqiqot bo‘yicha nashriy va elektron adabiyotlar ro‘yxatini tayyorlashda asosan 

internet tizimidagi axborot qidiruv tizimlaridan, hamda maxsus saytlar va impakt 

faktori yuqori bo‘lgan ilmiy jurnallardan foydalanildi. 

Tadqiqotda qo‘llanilgan uslublarning qisqacha tavsifi:  

Tadqiqotda bo‘lakli-o‘zgarmas koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichiziqli 

issiqlik o‘tkazuvchanlik masalalarini approksimatsiyalash uchun chiziqli bo‘lmagan 

ayirmali sxemalar tatbiq etilgan, ayirmali sxemalarni yechish uchun iteratsion 

usullar qo‘llanilgan, hamda spektral-to‘r metodi yordamida sonli hisoblashlar olib 

borilgan. 

Tadqiqot natijalarning nazariy va amaliy ahamiyati: 

Bo‘lakli-o‘zgarmas koeffitsientlarga ega bo‘lgan kvazichiziqli issiqlik 

o‘tkazuvchanlik masalalarini yechishga aynan bir vaqtda uchta metodni (oshkor va 

oshkormas hamda spektral-to‘r) qo‘llash ayirmali sxemalarni nazariy tahlil qilish, 

iteratsiya metodlarining yaqinlashishini aniqlash ishning nazariy ahamiyatini 

bildiradi. chiziqli bo‘lmagan masalaga ayirmali, oshkor va oshkormas sxemalar 

hamda spektral-to‘r metodlarini qo‘llab yechish algoritmlarini chiqarish, Matlab 
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Amaliy dasturlar paketi hamda C++ dasturlash tilida dastur tuzish, sonli hisoblashlar 

o‘tkazish orqali hisoblash eksperimentining barcha bosqichlarini to‘laqonli 

namoyish etish tadqiqotning amaliy ahamiyatini ko‘rsatadi. 

Dissertatsiya tarkibining qisqacha tavsifi:  

Kirish qismida mavzuning dolzarbligi yoritilgan; 

Dissertatsiyaning birichi bobida kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik 

masalasi uchun nazariy bilimlar va olib borilgan ilmiy tadqiqot ishlari keltirilgan va 

Kortevega-de Vriza tenglamasining yechimlari olingan. 

Dissertatsiyaning ikkinchi bobida Kortevega-De Vriza tenglamasini spektral 

metodlar yordamida yechish usullari keltirilgan. Differensial masala qo‘yilgan va 

uning yechish usuli keltirilgan.Chebishev ko‘phadlari haqida ma’lumot keltirilgan. 

Dissertatsiyaning uchinchi bobida bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas 

koeffitsientlarga ega kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi matlab 

dasturida grafiklari va C++ dasturida hisoblash algoritmlari keltirilgan. 

Dissertatsiya har bir bobida xulosalanib umumiy xulosa ham keltirilgan.  

Dissertatsiyada kirish,uchta bob,o‘n bitta paragraf, xulosa va adabiyotlar 

ro‘yxati keltirilgan. Dissertatsiyaning hajmi 78 betni tashkil etadi. 
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I BOB. KVAZICHIZIQLI ISSIQLIK O`TKAZUVCHANLIK 

TENGLAMASINI MODELLASHTIRISHNING NAZARIY ASOSLARI 

Ushbu bobda chiziqsiz to‘lqinlar evolyutsiyasi matematik modellari, 

dispersiyaga ega bo‘lgan nochiziqli muhitlarda to‘lqinlarning tarqalishi, 

dispersiyaga ega bo‘lgan nochiziqli muhitlarda bunday to‘lqinlarning harakatini 

tavsiflovchi Kortevega-de Vriza tenglamasi hamda uning modifikatsiyalangan 

shakli haqida bayon qilinadi. 

1.1-§. Chiziqli bo‘lmagan tenglamalar haqida tushuncha. 

Har xil obektlarni modellar yordamida tadqiq qilishning ko‘pgina masalalari 

chiziqli bo‘lmagan tenglamalarni yechishga olib keladi. 

Xususan,elektron,radioelektronva hisoblash tehnikasi qurilmnalarini tadqiq 

qilishda,tebranishlar nazariyasi,suyuqlik va gaz mehanikasi,kimyo-tehnologiya va 

boshqa sohalar masalalarini modellar yordamida yechishda ana shunday amaliy 

masala yuzaga keladi.Quyida chiziqli bo‘lmagan tenglamalarni yechish usullari 

bilan tanishamiz. 

Algebraik va transendent tenglamalar, ularni yechishning geometrik 

talqini dastlabki tushunchalar.  

Ushbu  

0)( xf       (1.1)  

Chiziqli bo‘lmagan tenglamaning ildizini (ildizlarini) topish talab etiladi. 

Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘lsa, u holda (1.1) tenglama n–darajali algebraik 

tenglama deb ataladi, ya’ni  

0......1)()( 1010   nn
nnn axaxaxaxxf   (1.2)  

bunda 
nn aaaa ,,...,, 110 

 berilgan )(xn ko‘phadning koeffisiyentlari.Boshqacha 

aytganda,algebraik tenglama deb algebraik (butun, ratsional, irratsional) 

funksiyalardan tashkil topgan tenglamaga aytiladi. 

Darajasi to‘rtdan yuqori bo‘lgan algebraik tenglamalar uchun uning ildizlarini 

koeffisiyentlari orqali ifodalovchi aniq formula mavjud emas. Algebraik tenglama 

ildizlari sonini ko‘phadning darajasiga qarab, ularning xarakterini esa shu ko‘phad 
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koeffisiyentlarining ishorasiga qarab aniqlash mumkin. Quyiroqda n–darajali 

algebraik tenglama, ya’ni )(xn  ko‘phadning ildizlari haqida kengroq tushunchalar 

berilgan.  

Algebraik bo‘lmagan har qanday tenglama transendent tenglama (transendent 

funksiyalar: ko‘rsatgichli, logarifmik, trigonometrik, teskari trigonometrik va 

boshqa funksiyalarni o‘z ichiga olgan tenglama) deb ataladi.  

Masalan, 

124.0)2sin()13.0/()11.2(  xxxx  

yoki  

0)sin(5.5)44lg(61.02  xxx  

Kamdan kam hollardagina transendent tenglamalar ildizlarining aniq 

qiymatini topish mumkin. Transendent tenglamalar birorta ham haqiqiy ildizga ega 

bo‘lmasligi, chekli yoki cheksiz sondagi ildizlarga ega bo‘lishi mumkin. Masalan, 

yuqorida keltirilgan misollardan birinchi tenglama 7 ta, ikkinchisi esa 5 ta haqiqiy 

ildizga ega (buni mustaqil aniqlang, masalan, Shularga ko‘ra tenglamaning taqribiy 

ildizlarini topish usullari va ularning aniqlik darajasi muhim ahamiyatga ega. 

Shunday qilib, algebraik va transendent tenglamalar ikki turga bo‘linadi: chiziqli 

(bitta yechimli) va chiziqli bo‘lmagan (bir yoki bir nechta yechimli) tenglamalar. 

Chiziqli bo‘lmagan tenglamalar esa: algebraik (yechimlari n ta) va transendent 

(yechimlari soni noma’lum) tenglaalarga bo‘linadi (1.1-rasm) 

 

1.1-rasm.Tenglamalar klassifikatsiyasi. 
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Masalani yechish bosqichlari: Chiziqli bo‘lmagan tenglamalarni yechish usullari 

ikki turga bo‘linadi: to‘g‘ri (yoki analitik) va taqribiy (iteratsion) usullar. Analitik 

usulda tenglamaning barcha yechimlari chekli sondagi operatsiyalarda (yoki 

formulalar) orqali aniqlanadi. Masalan, shu usulga ushbu 02  cbxax  kvadrat 

tenglamaning yechimlarini topishni misol qilib keltirish mumkin. Bu tenglamaning 

yechimlari quyidagicha: 

Masalani yechish bosqichlari: Chiziqli bo‘lmagan tenglamalarni yechish 

usullari ikki turga bo‘linadi: to‘g‘ri (yoki analitik) va taqribiy (iteratsion) usullar. 

Analitik usulda tenglamaning barcha yechimlari chekli sondagi operatsiyalarda 

(yoki formulalar) orqali aniqlanadi. Masalan, shu usulga ushbu 02  cbxax

kvadrat tenglamaning yechimlarini topishni misol qilib keltirish mumkin. Bu 

tenglamaning yechimlari quyidagicha: 

a

acbb
x

2

42

1


   

a

acbb
x

2

42

2


  

 

Chiziqli bo‘lmagan tenglamalarni yechish bir necha bosqichga bo‘linadi: 

ildizlarning mavjudligini, sonini, xarakterini va ularning joylashishini tekshirish; 

ildizlarni ajratish; ildizlarning taqribiy qiymatlarini topish, ya’ni tenglamaning 

yagona ildizi mavjud bo‘lgan yetarlicha kichik [a,b] kesmani aniqlash (dastlabki 

yaqinlashuvchi ildiz); ildizlarning barchasini yoki ularning bir qismini talab qilingan 

aniqlikda topish.  

Dastlabki uchta bosqichda analitik yoki grafik usuldan (ba’zida tadqiqot 

obyekti yoki hodisaning fizik ma’nosidan) foydalanish mumkin. Bunda quyidagi 

holatlar kuzatiladi: ildiz yagona; cheksiz ko‘p yechimlar; ildiz yo‘q; bir nechta 

yechimlar mavjud bo‘lib, ulardan ba’zilari haqiqiy, ba’zilari esa mavhum; ildizlar 

karrali; ildizlar bir biriga juda yaqin va dastlabki yaqinlashishni topish murakkab.  

Oxirgi bosqichda esa biror taqribiy (iteratsion) usuldan foydalaniladi, bunda 

dastlabki tenglamaning ildizini topish juda murakkab bo‘lgan holda bu tenglama 

uning ildiziga teng yoki unga juda ham yaqin joylashgan ildizli sodda tenglamaga 
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ham almashtirilishi (masalan, transendent tenglamani algebraik tenglamaga 

almashtirish) mumkin.  

Tenglamani yechishning geometrik talqini. Tenglamaning ildizlari har xil 

bo‘lishi mumkin. Geometrik nuqtai nazardan bu x ildiz )(xfy  funksiya 

grafigining xo abssissa o‘qi bilan kesishish nuqtasini bildiradi.  

Agar birinchi tartibli hosila  0)(' xf bo‘lsa,  

u holda x – oddiy ildiz, aks holda esa u karrali ildiz deb ataladi. 

Agar barcha k< ε shart yoki bir tomonlama yaqinlashishida 

|)(| 1 nxf  

va 

|| 1  nn xx  

 

shartlar bajarilgunga qadar davom ettiriladi. Shuni ta’kidlaymizki, bir 

tomonlama usullar qo‘llanilayotganda ko‘proq nisbiy aniqlikdan foydalaniladi.  

Iteratsion jarayonning yaqinlashish tezligi qo‘llanilayotgan taqribiy usullarning 

samaradorligini taqqoslashda muhim ahamiyatga ega. Iteratsion usul m-tartibga 

(yoki m – yaqinlashish tezligiga) ega deyiladi, agar m eng katta musbat son bo‘lib, 

uning uchun shunday q>0 – chekli musbat son mavjud bo‘lsaki, u ushbu 

mxxqxx nn |||| 1   shartni qanoatlantirsa || xxn   miqdor iteratsiyaning 

bajarilayotgan qadamidagi absolyut xatosi, q o‘zgarmas son asimptotik xatoning 

konstantasi deb ataladi. Bu q o‘zgarmas son f(x) funksiyaning x = 0 nuqtadagi 

hosilasi orqali baholanadi. Agar m=1 va q  (0;1) bo‘lsa, u holda qo‘llanilayotgan 

usul chiziqli yaqinlashish tezligiga ega deyiladi (ba’zida bu holdagi usul maxraji q 

ga teng bo‘lgan geometrik progressiya tezligi bilan yaqinlashadi deyiladi). Agar 

baholash 

0

,||1|| 1





n

nn

q

danmxxqnxx
 



12 

 

Tenglamani yechishning taqribiy (iteratsion) usullari va iteratsion jarayon 

tushunchalari. Tenglamani yechish uchun qo‘llaniladigan taqribiy (iteratsion) 

usullar quyidagilar: kesmani ikkiga bo‘lish usuli (dixotomiya usuli); proporsional 

bo‘laklar usuli (vatarlar usuli); urinmalar usuli (Nyuton usuli); oddiy iteratsiya usuli; 

kesuvchi chiziqlar usuli; kombinatsiyali usul (bir necha usulning uyg‘un 

birikmasidan tuzilgan usul); kesimlar usuli (chiziqli interpolyatsiya qoidasi); 

Steffensen usuli (EytkenSteffensen usuli) va hokazo.  

Dastlabki 0)( xf  tenglamani  

)()()( xfxgxx   almashtirish orqali unga ekvivalent bo‘lgan ushbu 

)(xx   tenglamaga keltiramiz, bunda g(x) – ishorasini o‘zgartirmaydigan ixtiyoriy 

uzluksiz funksiya. 

Iteratsion usullarda yechimning dastlabki 0x ixtiyoriy yaqinlashishi olinadi va 

u ketma-ket aniqlashtirib boriladi. Natijada yechimning 
nxxxx .....,, 210

ketma-

ketligi hosil qilinadi. Tenglamani yechishning iteratsion usuliga ko‘ra uning ildiziga 

yaqinlashuvchi }{ nx ketma-ketlik
nx

 0lim
 tenglikning bajarilishidan 

chiqariladi.  

Agar bunda nx ni hisoblash uchun undan oldin hisoblangan bitta nx  

yaqinlashshdan foydalanilsa, ya’ni )(1 nnn xx  , u holda bu usul bir nuqtali (bir 

qadamli) yoki oddiy iteratsiya usuli, aks holda esa, ya’ni oldin hisoblangan birnechta 

yaqinlashishdan 

,...),,( 211   nnnnn xxxx   

kabi foydalanilsa, u holda bu usul ko‘p nuqtali (ko‘p qadamli) iteratsiya usuli 

deb ataladi. Agar bunda n funksiya n dan bog‘liq bo‘lmasa, jarayon statsionar, aks 

holda esa nostatsionar deb ataladi. Masalan, oddiy iteratsiya usuli statsionar va bir 

qadamli usul bo‘lib, birinchi tartibli iteratsion jarayonni ifodalaydi, Nyuton usuli esa 

statsionar va bir qadamli bo‘lib, ikkinchi tartibli iteratsion jarayonni ifodalaydi. 
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Agarda bunda { nx } ketma-ketlik n∞ bo‘lganda aniq x yechimga bir 

tomonlama (chapdan yoki o‘ngdan yaqinlashsa – bir tomonlama usul) yoki ikki 

tomonlama (har ikkala tarafidan yaqinlashsa – ikki tomonlama usul) intilsa, iterasiya 

jarayoni yaqinlashadi deyiladi. Faraz qilaylik,  - ildizni topish talab qilinayotgan 

absolyut aniqlik bo‘lsin. Hisoblash jarayonining tugallash kriteriyasi: hisoblash 

jarayoni ikki tomonlama yaqinlashishida 

 || 1 nn xx  shart yoki bir tomonlama yaqinlashishida  

    || 1nxf  va  || 1 nn xx shartlar bajarilgunga qadar davom ettiriladi. 

Shuni ta’kidlaymizki, bir tomonlama usullar qo‘llanilayotganda ko‘proq nisbiy 

aniqlikdan foydalaniladi. 

 1.2-§. Statsionar chiziqli bo’lmagan to’lqinlar harakati. 

Modifikatsiyalashgan Korvega-de Vriza tenglamasi  

Yuqori chastotali sohada dispersiya bilan konservativ muhitni qaraylik. Uzun 

to'lqinli chegarada (𝑘 kichik) 𝜔(𝑘)ning dispersiya nisbatlarini Teylor qatoriga 

yoyish mumkin va kengaytmani ikkita had bilan cheklaymiz ( 1.1-rasm)  

 ....3
0 kkc      (1.1) 

  

1.1-rasm. Yuqori chastotali dispersiyaga ega bo'lgan muhitning dispersiya 

xarakteristikasi (uzluksiz egri chiziq) va (1.1) bilan approksimatsiyasi (shtrixli 

chiziq) 

Dispersiya qonuni (1.1) ga mos keladigan chiziqli tenglama quyidagi shaklga ega 

00  xxxxt uucu      (1.2) 

𝑐0 tezlik bilan harakatlanuvchi koordinatalar tizimiga o'tib (1.2) tenglamai  
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0 xt uuu   

chiziqli bo‘lmagan tenglama bilan birlashtirib, quyidagi Korteveg-de Vriza 

(Kordevega-de Vriza) tenglamalaridan biriga kelinadi 

0 xxxxt uuuu  ,     (1.3) 

bu yuqori chastotali dispersiyali muhitda kuchsiz nochiziqli uzun to‘lqinli 

tebranishlar evolyutsiyasini tavsiflaydi. KdV tenglamasi ko‘plab fizik tizimlarni 

o‘rganishda namoyon bo'ladi, masalan, sayoz suvdagi gravitatsiya to‘lqinlari, 

plazmadagi ion-akustik to‘lqinlar, aylanma suyuqlikdagi Rossbi to‘lqinlari, chiziqli 

bo‘lmagan elementlarni o‘z ichiga olgan elektr zanjirlaridagi to‘lqinlar va boshqalar. 

Kubik chiziqli bo‘lmagan holda 

....2
210  uauacph  

(1.2) tenglamaning nochiziqli analogi quyidagi tenglamadan iborat bo‘ladi 

02
210  xxxxxxt uuuauuaucu  … 

Yangi  212
' 2/( aauau    o‘zgaruvchini kiritish orqali quyidagiga ega 

bo’lamiz: 

.0)(')
4

( ''2'

2

1
0

'  xxxxxt uuuu
a

a
cu   

Tezlik bilan harakatlanuvchi )
4

(
2

1
0

a

a
c   mos yozuvlar tizimiga o‘tamiz va 

shtrixlarni inobatga olmay, modifikatsiyalangan Korteveg-de Vriza tenglamasiga 

kelamiz. 

 

02  xxxxt uuuu       (1.4) 

Kordevega-de Vriza tenglamasini to‘g‘ri va qarama-qarshi yo'nalishda tarqalishga 

imkon beruvchi tizimlarga umumlashtiramiz. Dispersiya munosabatini kvadratga 

keltiramiz (1.1): 

.....2)( 4
0

22
0

232  kckckkut      (1.5) 

Dispersiya qonuni (1.6) ga mos keladigan chiziqli tenglama quyidagidan iborat: 
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Bu yerga  

0)(2 0
2

0  xxxxtt uuacucu  

tenglamadan chiziqli bo‘lmagan hadni qo‘shib,
 0

'

0
'

2

,2

c

uacu




  

o‘zgartirishni amalga oshirib, shtrixlarni qoldirib, quyidagiga ega bo’lamiz 

0)(
2

0  xxxxxxxxtt uuuucu    (1.6) 

Bu tenglama Bussinesk tenglamasi deb ataladi. [5-7] 

Dispersiya, dissipatsiya kabi, to‘lqinlarning uzilishining oldini oladi. Fizik 

jihatdan, bu turli xil spektral komponentlarning turli tezliklarda tarqalishi bilan 

bog'liq bo‘lib, bu cheksiz tez profil o'zgarishlarining paydo bo‘lishiga olib keladigan 

chiziqli bo'lmagan effektlarning to‘planishini cheklaydi [8-10]. Buni spektral 

yondashuv yordamida tushuntiramiz.  

)3()3()2()2((1)uu uu    

Ko‘phadni (1.3) Kordevega-de Vriza tenglamasiga qoʻyib, 𝜀 tartibida quyidagini 

olamiz 

)1()1(

xxxt uu   

Bu tenglamani  

)sin()0,( kxatxu   

boshlang’ich shart bilan yechib, quyidagini topamiz 

)sin( 3)1( tkkxau   

Bundan tashqari, 𝜀2 tartib hadlarini inobatga olib, quyidagiga ega bo’lamiz 

xxxxxxxt utkkx
ka

uuuu )2(3
2

2)1()1()1(
)22sin(

2
     (1.7) 

Tenglamaning yechimini 21

)2( vvu   ko‘rinishda qidiramiz, bu yerda 

)22cos( 3

1 tkkxv   ga proporsional bo‘lgan bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning 

alohida yechimini almashtirib topamiz. 

)82cos(
12

3

2

2

1 tkkx
k

a
v 


  
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Bir jinsli 
2v  tenglamaning yechimini shunday tanlaymizki, 0)0()2( tu  

boshlang‘ich sharti qanoatlantiriladi 

)82cos(
12

3

2

2

2 tkkx
k

a
v 


  

Shunday qilib, biz natijada quyidagilarga ega bo’ldik: 

)52sin()3sin(
6

33

2

2
)2( tkkxtk

k

a
u 


 ,  

ya'ni garmonika amplitudasi vaqti-vaqti bilan vaqtga bog‘liq ekanligini anglatadi. 

 

 

1.2-rasm. Kortevega-de Vriza tenglamasining solitoni 

Sekulyarlikning yo‘qligi yana to‘lqin uzilishi sodir bo‘lmasligini ko‘rsatadi. 

Chiziqlimaslik va dispersiya o‘rtasidagi raqobat statsionar to‘lqinlarning paydo 

bo'lishiga olib keladi, ular orasida yakka to‘lqinlar yoki solitonlar ko‘rinishidagi 

yechimlar alohida muhim rol o‘ynaydi[10-14]. Kordevega-de Vriza solitonining 

ko'rinishi 1.2-rasmda ko'rsatilgan. Keling, (1.3) tenglamadagi chiziqli bo‘lmagan 

atama dispersivlik bilan muvozanatlangan bo‘lishi kerak deb faraz qilib, uning 

xarakterli parametrlarini baholaylik:  

xxu
u

~
2

2

     (1.8) 

Biz 𝑎 soliton amplitudasini va ∆ xarakterli kenglikni kiritamiz. Keyin, 

2

2

~
2 

au 
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munosabatlaridan kelib chiqqan holda, biz solitonlar parametrlari orasidagi aloqaga 

ega bo‘lamiz 

const
a




2

2

 

 

Oxirgi nisbatdan kelib chiqadiki, soliton qanchalik baland bo‘lsa, u 

shunchalik tor bo'ladi.  

 

 

1.3-rasm Solitonlar hosil bo‘lishi bilan tugaydigan dispersiya bilan 

chiziqli bo‘lmagan muhitda dastlabki buzilishlar evolyutsiyasi. 

1.3-rasmda Kortevega-de Vriza tenglamasi doirasida dastlabki buzilish 

evolyutsiyasi ko‘rsatilgan. Bunday holda, burilish to‘xtaydi va bir yoki bir nechta 

solitonlarning shakllanishi sodir bo‘ladi, ularning soni dastlabki shartlar bilan 

belgilanadi. 

Past chastotali dispersiyaga ega bo‘lgan muhitni, masalan, dispersiya 

munosabatini  

2
0

2
0

22 kc .     (1.9) 

bilan tavsiflash mumkin (1.4 - rasm). 

Dispersiya qonuni (1.9) Klein–Gordon–Fok tenglamasiga mos keladi: 
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00
2

0
2  uucu xxtt  . 

Bu, xususan, to‘lqinning tabiiy chastotali 0 [1, 10] chiziqli osilatorlar zanjiri 

muhitida tarqalishini tavsiflaydi. 

Ushbu tenglamaning chiziqli bo‘lmagan analogini osilatorlarni chiziqli 

bo‘lmagan deb, (𝜔0 = 𝜔0(𝑢)) ni hisoblash orqali olish mumkin. Umumiy holda, biz 

chiziqli bo‘lmagan Klein- Gordon tenglamasiga ega bo'lamiz  

0)(0
2  uFucu xxtt  

bu yerda 𝐹(𝑢)-qandaydir chiziqli bo‘lmagan funksiya. Asosan 𝐹(𝑢)=𝜔0
2 sin 𝑢 holati 

alohida qiziqish uyg‘otadi: 

0sin0
2

0
2  uucu xxtt      (1.10) 

 

 

1.5-rasm. Past chastotali mintaqada dispersiyali muhit uchun dispersiya 

diagrammasi. 

 

(1.10) tenglama Sin-Gordon tenglamasi deb ataladi. Bu fizikaning ko‘plab 

sohalarida juda muhim rol o‘ynaydi, chunki u kristallardagi dislokatsiyalar 

dinamikasini, ferromagnetikadagi chegara devorlarining harakatini, Jozefsonning 

taqsimlangan kontaktlaridagi to‘lqinlarni, ikki darajali zarrachalar muhitida Ultra 

qisqa lazer impulslarining tarqalishini va boshqalarni aniqlaydi. [15] 

Byurgers tenglamasi 

xxxt vuuuu   
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va (1.3) tenglamalarni birlashtirib, biz Korteveg–de Vriza–Burgers tenglamasi 

(KdVB) deb nomlangan yuqori chastotali mintaqada dissipatsiya va dispersiyaga 

ega bo‘lgan muhitlar uchun mos etalon tenglamaga kelamiz 

xxxxxxt vuuuuu      (1.11) 

Quyidagi chegaraviy shartlari 










xuu

xu
u

12

1
 

bo'lgan (1.11) tenglamada statsionar zarba to‘lqinlari shaklida yechimlar mavjud. 

Eng qiziqarli holatda, dispersiv va dissipativ ta’sirlar bir xil tartibda bo‘lsa, bu 

to‘lqinlar solitonlar ketma-ketligiga o‘xshash tebranuvchi old frontga ega (1.6-

rasm). Ushbu turdagi zarba to‘lqinlari, xususan, plazmadagi magnetosonik va alfven 

zarba to‘lqinlarini o‘z ichiga oladi [11]. 

 

1.6-rasm. Kortevega-de Vriza–Burgers tenglamasining statsionar zarba 

to'lqini. 

 

Statsionar chiziqli bo‘lmagan to‘lqinlar harakati  

Chiziqli bo‘lmagan to‘lqin tenglamalarini o'rganishda birinchi qadam sifatida 

yechimlar odatda, shaklini o‘zgartirmasdan doimiy tezlikda harakatlanadigan, ya’ni 

statsionar yugiruvchi to‘lqinlar shaklida ko‘rib chiqiladi. 

Matematik jihatdan bu yechimlar x va t kombinatsiyasida  Utx   

ga bog‘liq bo‘lib, bu yerda U konstanta - to‘lqin tezligidir. Bir tomondan, 

statsionar to‘lqinlarga bo‘lgan qiziqish hususiy hosilali differensial tenglamalarni 

oddiy differensial tenglamalarga keltirilishi bilan bog‘liq bo‘lib, ba’zi hollarda 

analitik tarzda yechish mumkin. Boshqa tomondan, solitonlar, statsionar zarba 
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to‘lqinlari va boshqalar kabi ba’zi statsionar yechimlar nazariy jihatdan chiziqli 

bo‘lmagan muhitning o‘ziga xos rejimlarida juda muhim rol o‘ynaydi. 

Shunday qilib, biz (1.3) Kordevega-de Vriza tenglamasining yechimlarini 

 uu  , Utx    shaklida izlaymiz, bu yerda U=const. U holda (1.3) tenglama 

    0)'
2

('''
2

 Uu
u

u   (1.12)  

shaklini oladi, bu yerda shtrixlar 𝜉 bo‘yicha hosilani bildiradi. (1.12) tenglamani bir 

marta integrallab, biz konservativ chiziqli bo‘lmagan osilator tenglamasiga ega 

bo‘lamiz[2, 10],  

      
du

dW
u ''      (1.13)  

potentsial energiya quyidagiga teng 

0)
62

(
1 32


uUu

CW u


 

bu yerda C — integral doimiysi. Ushbu funksiya dW/du=0 tenglama bilan 

aniqlangan nuqtalarda ikkita ekstremumga ega. Umumiylikni cheklamasdan, biz 

C=0 ni qo‘yishimiz mumkin, u holda quyidagiga ega bo‘lamiz 

     0)
3

(
2

1 3
2 

u
UuW


  (1.14) 

va u=0 hamda u=2U ekstremal nuqtalar. W(u) ning bog‘liqligi (1.7a)-rasmda, (1.13) 

osilatorning fazaviy portreti (1.7b) - rasmda keltirilgan. Shunday qilib, ikkita 

muvozanat holati mavjud, ulardan biri (u=0) egar, ikkinchisi u=2U markazdir. 
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(1.7-rasm) Kordevega-de Vriza tenglamasining statsionar yechimlari uchun 

potensial energiya (a) va faza portreti (b) 

 

 

 

(1.8- rasm) Kortevega-de Vriza tenglamasining statsionar yechimlarining har 

xil turlari: a - kvazigarmonik davriy to‘lqin; b-knoidal to‘lqin; v-soliton 

Faza portretini o‘rganish statsionar yechimlarning mumkin bo'lgan turlarini 

sifat jihatidan tahlil qilishga imkon beradi. Albatta, harakat chegaralangan bo‘lgan 

separatris halqa ichida yotgan traektoriyalargina fizik ma’noga ega. Barqaror 

muvozanat holatiga yaqin joyda osilatorning tebranishlari kuchsiz chiziqli emas, 

shuning uchun yechim kvazigarmonik statsionar to‘lqindan iborat (1.8a-rasm). 

Separatris yaqinida harakat kuchli chiziqli bo‘lmagan davriy to‘lqinlar xarakteriga 

ega (1.8b-rasm), Kortevega va De Vriz knoidal deb nomlanadi. Va nihoyat, 

separatris bo'ylab harakatlanish yakka to‘lqin — soliton shaklida yechimga to‘g‘ri 

keladi (1.8v-rasm). Solitonning amplitudasi aniq Ua 3 , ya’ni soliton qanchalik tez 

harakat qilsa, u shunchalik yuqori bo'ladi. 
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Separatorli halqa gomoklinik yoki ikkilamchi asimptotik traektoriya deb 

ataladi [2, 10], ikkala tomonda bir xil chegaraga (muvozanat holatiga) olib keladi  

( ) Egar nuqtasiga cheksiz uzoq yaqinlashish va undan uzoqlashish 

solitonning cheksiz "dumlari" ga to‘g‘ri keladi. 

Statsionar yechimlarning aniq shaklini topamiz. (1.13) tenglamaning integrali 

energiya saqlanish qonunini beradi  

    )(
2

)'( 21

uW
u

       (1.15) 

bu yerda— ε osilatorning umumiy energiyasining ma’nosiga ega bo'lgan integral 

doimiysi. 

Bu yerdan 

    



23

3
2'

Uuu
u  .    (1.16) 

≪ +≫ belgisi yuqori yarim tekislikdagi harakatga mos keladi,<<->> belgisi pastki 

qismida. Quyidagi boshlang‘ich shartlarni qaraymiz:  

0)0(',)0( 0  uuu   

U holda 

)
3

(
2

1 3
02 u

Uu 


  

 

bundan (1.16) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi: 

.
3

)('
3
0

3
2
0

2 uu
uuUu


  

. 

Ildiz osti ifodani ko‘phadlarga yoyib, quyidagiga ega bo‘lamiz 

    .))()(('3 210 uuuuuuu    (1.17) 

bu yerdan quyidagiga ega bo‘lamiz: 

   ])3)((33[
2

1
0002.1 uUuUuUu   
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Osilatorning harakati 01 uuu  mintaqada sodir bo'ladi, shuning uchun (1.17) 

tenglamada ildizostidagi ifoda doimiy manfiy emas. Ushbu tenglamaning integrali 

quyidagini beradi: 

    
)())((3 2100 uuuuuu

duu

u 
 




  (1.18) 

u funksiya 𝑢1 dan 𝑢0 ga o‘zgarganligi sababli yechimni quyidagicha ifodalaymiz 

     2
1 cosauu      (1.19) 

bu yerda auu  10    . Keyin oddiy o‘zgarishlardan so'ng (1.18) tenglama quyidagi 

ko‘rinishga ega bo‘ladi: 

    






 

22020 sin1)(

2

3 k

d

uu 
     (1.20) 

bu yerda )./()( 2010
2 uuuuk       (1.20)  

tenglama ning o‘ng tomonidagi integral moduli 𝑘 bo‘lgan birinchi turdagi 𝐹(𝜑; 𝑘) 

to‘liq bo‘lmagan elliptik integraldir [42]. Shunday qilib, oshkormas yechim 

quyidagicha ko’rinishda bo’ladi: 

).,(
12

20

kF
uu







      (1.19)  

munosabatni hisobga olib, u uchun yechimning yakuniy shakliga kelamiz, u ifoda 

Yakobi elliptik funksiyalari bilan ifodalanadi 

).;
12

(

),;
12

(

202
1

20

k
uu

acnuu

k
uu

am















    (1.21) 

bu yerda ),( kxam Yakobi amplitudasi ),( kF  funksiyaning teskari funksiyasi), 

𝑐𝑛(𝑥; 𝑘) = cos(𝑎𝑚(𝑥; 𝑘)) - Yakobi elliptik kosinusi [42] - knoida. Shuning uchun 

bu to‘lqinlar knoidal deyiladi. Haqiqiy funksiya 𝑐𝑛 argument davriy 4𝐾(𝑘) bilan 

davriy bo'lib,  

     




22

2/

0 sin1
)(

k

d
kK


   
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bu yerda 1-turdagi to'liq elliptik integralidir. Shunday qilib, (1.21) yechim 

amplitudasi 𝑎 va uzunligi  

     )(
3

4
20

kK
uu 




  

 

bo'lgan davriy to‘lqindir. 

Chiziqli chegarada ( 0a ) elliptik funksiya 𝑘 moduli ham nolga intiladi. Bu 

holat 1.7a-rasmdagi potensial quduq tubiga yaqin joylashgan zaif chiziqli bo‘lmagan 

tebranishlarga to‘g‘ri keladi, bu yerda UuaUu  21.0 .2/2 . ekanligini topish 

qiyin emas. Shunday qilib (1.20) munosabat  

  )cos(
2

2)0;
4

(2
1 






Ua
U

U
acnuu   

 

 

ko‘rinishga ega bo‘ladi. 

Boshqa chegaralovchi Uuuk 3,0(1 02,1   holatda biz soliton ko‘rinishidagi 

yechimni olamiz 

    )/(sec 2  hau    (1.22) 

bu yerda a/12  - solitonning xarakteristik kengligi va Ua 3 - uning 

amplitudasi. Yechim profili 1.8a-rasmda ko‘rsatilgan. Shunday qilib, soliton 

qanchalik baland bo‘lsa, u shunchalik torroq bo‘ladi. 

Modifikatsiyalashgan Kortevega-de Vriza tenglamasi  

   02  xxxxt uuuu      (1.23)  

kubik chiziqli bo‘lmagan muhit uchun mos etalon tenglamadir. Biz statsionar 

to‘lqinlar ko‘rinishidagi yechimlarni o‘rganamiz. (1.23) tenglama quyidagi 

ko‘rinishga keltiriladi 

    0)'
3

('''
3

 Uu
u

u  
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Olingan munosabatning bir karrali integrali potensial energiyaga ega chiziqli 

bo‘lmagan osilator tenglamasini beradi  

    )
6

(
2

1 4
2 u

UuW 


.    (1.24) 

Bu yerda yana integral konstantasi nolga teng qilib tanlanadi. Potensial quduqning 

shakli va osilatorning fazali portreti 1.9a,b-rasmda ko‘rsatilgan. Bu holda, 

shubhasiz, ikki turdagi solitonlar uchrashi mumkin: amplitudasi (±) ga teng bo'lgan 

musbat va manfiy qutblilik. Separator halqalari ichidagi traektoriyalar Kordevega-

de Vriza tenglamasining mos yechimlariga o'xshash davriy kvazigarmonik yoki 

knoidal to'lqinlarga mos keladi (1.10a,b-rasm). Separatorli halqalardan tashqaridagi 

traektoriyalar yechimlarni o'zgaruvchan davriy to'lqinlar shaklida tasvirlaydi, ba’zan 

esa o‘ta chiziqli deb ataladi (1.10d-rasm). Kvadrat nochiziqli osilatorga kelsak, bu 

yechimlarning barchasini elliptik funksiyalar bilan ifodalash mumkin [2, 8-bob]. 

Biroq, biz yechimning soliton shaklidagi aniq shaklini topish bilan cheklanamiz. 

 

1.9-rasm. Modifikatsiyalashgan Kordevega-de Vriza tenglamasining 

statsionar yechimlari uchun potensial quduq shakli (1.24) (a) va fazali portret (b). 
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1.10-rasm. Modifikatsiyalashgan Kordevega-de Vriza tenglamasining 

statsionar yechimlarining har xil turlari: a - kvazigarmonik davriy to‘lqin  

);
4

3 2




U
   b - knoidal to‘lqin( 0 ); c – soliton ( 0 ); d – o‘ta chiziqli bo‘lmagan 

to'lqin ( 0 ). 

1.9-rasmda (1.15) tenglamadagi soliton mos kelishi ko‘rsatilgan. U ifodaga 

0  (1.24) munosabatni qo‘yib,  

)6(
6

' 2
2

uU
u

u 


 

ekanligini topamiz. Ushbu tenglamani integrallash va aniqlik uchun musbat 

qutblilikning solitonligini hisobga olgan holda, biz  

2
6 66 uUu

du
u

U 
  




 

ni olamiz, undan oshkormas yechim kelib chiqadi:  

    
u

uUU

U

266
ln

1 





 

Tenglamani u ga nisbatan yechib, biz quyidagiga ega bo‘lamiz 

   )/(sec  hau     (1.25) 
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bunda aUUa /6,6  Kordevega-de Vriza tenglamasiga kelsak, solitonning 

amplitudasi qanchalik katta bo‘lsa, uning kengligi va tezligi shunchalik katta 

bo‘ladi, garchi bu parametrlar orasidagi bog‘liqlik Kordevega-de Vriza 

tenglamasidan biroz farq qiladi. E'tibor bering, consta   bo‘lgani uchun barcha 

mKordevega-de Vriza solitonlarning maydoni bir xil. 

Bussinesk tenglamasi  

   0)2  xxxxxxxxtt uuuucu     (1.26) 

Kordevega-de Vriza tenglamasining ikki to‘lqinli varianti bo‘lib, to‘lqinlarning ham 

oldinga, ham qarshi yo‘nalishda tarqalishiga imkon beradi. Uning statsionar 

yechimlari  

    0')')(
2

( 22
2

 uUc
u

u iv , 

tenglama bilan tavsiflanadi, bu ikki karrali integraldan keyin potensial energiya 

     
3

)((
2

1 3
222 u

ucUW 


  (1.27) 

bo‘lgan (1.13) tenglamani beradi. Potensial energiya 1.7-rasmdagiga o‘xshash 

shaklga ega bo‘lishi uchun  

22 cU  ,    (1.28) 

tengsizlik bajarilishi kerak, ya’ni soliton tezligi chiziqli to‘lqinlarning tarqalish faza 

tezligidan katta bo‘lishi kerak. Darhaqiqat, (1.26) tenglamadan chiziqli 

yaqinlashishdan 

    2222 )( ckckv ph     

 

olish oson. Ko‘rinib turibdiki, Kordevega-de Vriza tenglamalari (1.3) va 

mKordevega-de Vriza tenglamalari (1.23) o‘xshash xususiyatga ega bo'lib, ular 

uchun  3kvph  va solitonlar musbat yo‘nalishda harakat qiladi. Solitonlar chiziqli 

to‘lqinlar bilan bir xil tezlikda tarqala olmaydi, degan umumiy fikr mavjud. Ushbu 

muammoning batafsil tahlili [82] da keltirilgan, bunda )(2 phvU   shart  chastotada 

Cherenkov rezonansining sharti sifatida talqin qilinadi, bunda solitonlar beqaror 

bo‘lib qoladi va o‘z energiyasini ushbu chastotada to‘lqinlarga beradi. 



28 

 

Shart (1.28) bajarilganda (1.27) ifoda (1.14) koeffitsientlargacha mos keladi. 

Yechimni 

),/(sec 2  hau  

soliton shaklida yozishimiz mumkin, bu yerda
a

cUa


12),(3 222  . Solitonlar 

Kordevega-de Vriza tenglamasining (1.22) solitonlar bilan mos keladi, lekin ular 

ham to‘g‘ridan-to‘g‘ri, ham qarama-qarshi yo‘nalishda tarqalishi mumkin. Biroq, 

Bussinesk tenglamasining solitonlariga biroz ehtiyotkorlik bilan munosabatda 

bo'lish kerak, chunki )0(   uchun to‘lqin raqamlari


2
2 c

k   bo‘lgan chiziqli 

tebranishlar barqaror emas. Anomaliyali dispersiyali (b < 0) muhitni hisobga olgan 

holda turg‘unsizlikdan qutulish mumkin. Biroq, bu holatda ham, solitonlar juda 

o'ziga xos xatti-harakatni namoyish etadilar, uni to‘liq tahlil qilish teskari tarqalish 

usuli asosida amalga oshirish mumkin [83]. Xususan, ma’lum bo'lishicha, 

parametrlarning ma’lum qiymatlarida ular kichikroq amplitudali ikki solitonga 

parchalanishi mumkin va o‘zaro ta’sirlashganda ular singulyarlik hosil bo‘lishi bilan 

birlashishi mumkin. 

Dispersiya va dissipatsiyali muhitdagi to‘lqinlarni ko‘rib chiqaylik. Bu holat 

Kordevega-de Vriza-Burgers tenglamasi bilan tavsiflanadi 

           xxxxxxxt vuuuuu     (1.19) 

(1.19) tenglamaning statsionar yechimlari uchun (1.13) o‘rniga manfiy ishqalanishli 

chiziqli bo‘lmagan osilator tenglamasini olamiz 

         ,'''
~~

du

dW
u

v
u 


     (1.20) 

bunda )(uW  (1.14) tenglama bilan aniqlanadi. Osilator (1.20) hali ham ikkita 

muvozanat holatiga ega: 01 u , bu egar va Uu 22  . Biz turg’unlik uchun oxirgi 

muvozanat holatini tekshiramiz. UuuUu 2||,2
~~~

  deb faraz qilib (1.20) tenglamani 

chiziqlashtiramiz: 

      0'''
~~~
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Yechimni   )exp(~
~

u ko'rinishda qidirib, quyidagi xarakteristik tenglamani olamiz 

02 






Uv

, 

uning ildizlari  

     



Uvv



2)
2

(
2

 

 

Uv 42  uchun 
  ildizlar haqiqiy, 

2u muvozanat holati esa noturg‘un 

tugundir. Ushbu holat uchun fazali portret va to'lqin profili 1.11a,b-rasmda 

ko‘rsatilgan. Osilator  da noturg‘un muvozanat holatidan boshlanadi, 01 u

egar nuqtasiga  da yaqinlashadi. Yechim Burgers tenglamasining statsionar 

zarba to‘lqiniga o‘xshash zarba to‘lqinidir. Shunday qilib, bu holda dissipativ 

effektlar ustunlik qiladi va dispersiyaning mavjudligi sifat o‘zgarishlariga olib 

kelmaydi. 

Uv 42  bo‘lganda boshqa holat rivojlanadi. Bu holda 
2  murakkab va 

muvozanat holati 2u noturg’un fokus hisoblanadi. Yechim solitonlar ketma-ketligiga 

o‘xshash tebranuvchi yetakchi qirrali statsionar zarba to‘lqinidir (1.12-rasm). Ushbu 

turdagi zarba to‘lqinlari plazmada kuzatiladi, ular to‘qnashuvsiz deb ataladi 

(tarqalish zarrachalarning to‘qnashuvi emas, balki boshqa mexanizmlar tomonidan 

sodir bo‘lishining belgisi sifatida). Bularga, xususan, ion-akustik va magnittovushli 

zarba to‘lqinlari kiradi [11, 13]. Ularni dastlab R.Z. Sagdeev 1960-yillarda tadqiq 

qilgan. Bundan tashqari, tebranish jabhalari bilan zarba elektromagnit to‘lqinlar turli 

chiziqli bo'lmagan uzatish liniyalarida kuzatiladi [84]. Zaif dissipatsiya holatida 

zarba to‘lqinining yetakchi old qismining shakli (1.22) solitonga yaqin bo’ladi. 
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1.11-rasm. (a) (1.20) Osilatorning faza portreti va (b) 𝑣2 > 4𝛽𝑈 uchun KdV-

Burgers tenglamasining statsionar zarba to'lqini profili 

 

1.12-rasm. (a) (1.20) Osilatorning fazali portreti va (b) 𝑣2 < 4𝛽𝑈 da Kordevega-de 

Vriza-Burgers tenglamasining statsionar zarba to'lqinining profili. 

 

Yechimning orqa tomonida garmonik tebranishlar eksponensial ravishda o'sib 

borayotgani aniq  

   








2

4
cos()

2
exp(2

2vUv
CUu


  

 

E’tibor bering, ikkala holatda ham zarba to‘lqinining tezligi Burgers tenglamasi 

bilan bir xil munosabat bilan u 𝜉 → ±∞ ga moyil bo'lgan qiymatlarga bog‘liq, 

2

21 uu
U


  

1.3-§. Ayirmali sxema hamda spektral-to‘r metodlari bo‘yicha olib borilgan 

ilmiy tadqiqot ishlari tahlili 

Kvazichiziqli temperaturaviy jarayonlarni sonli yechishga mo‘ljalangan ayirmali 

metodlar akademik A.A. Самарский va uning shogirdlari tomonidan yaratilgan. 

Xuddi shuningdek, bunday metodlar akademik Н.Н.Яненко va uning ilmiy maktabi 

olimlari tomonidan ishlab chiqilgan. 

Ushbu olimlarning ishlarida kvazichiziqli temperaturaviy jarayonlarning ayrim 

xususiy yechimlari tuzilgan, yuguruvchi to‘lqinlar ko‘rinishidagi yechimlar uchun 

analitik formulalar hamda issiqlik oqimini tavsiflovchi formulalar chiqarilgan. 

Ushbu yechimlarni maxsus hollarda, masalan, boshlang‘ich temperatura nolga teng 

bo‘lganda va maxsus chegaraviy rejim tanlanganda tuzish imkoniyatlari mavjud 
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ekanligi ko‘rsatilgan. Issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsientining chiziqli emasligi, 

yangi fizik effektlarga olib kelish mumkinligi, ular orasida eng asosiysi-issiqlikning 

chekli tezlik bilan tarqalishidan iborat ekanligi yuqorida keltirilgan ishlarda 

ta’kidlab o‘tilgan. Ularda kvazichiziqli masalalarni sonli yechishda ayirmali 

metodlarning iteratsiyaga asoslangan variantlaridan foydalanish maqsadga muvofiq 

ekanligi keltirilgan. 

Xuddi shuningdek, kvazichiziqli masalalarning yechimlarini tadqiq etishga 

bag‘ishlangan bir qator ilmiy-tadqiqot ishlari mavjud. Ularning tahliliga to‘xtalib 

o‘tamiz. Maqola [25] da boshlang‘ich nolga teng energiyali kvazichiziqli issiqlik 

o‘tkazuvchanlik masalasi yechimidagi uzilishi (portlash) to‘g‘risidagi ma’lumotlar 

berilgan. Kvazichiziqli parabolik tenglamalar uchun chegaraviy masalalarning 

qo‘yilishi [26] ishda keltirilgan. Kvazichiziqli parabolik tenglamalar sinfi uchun 

boshqarishining sezgirmas elementlari haqidagi ma’lumotlar [27] da bayon qilingan. 

Chiziqli bo‘lmagan chegaraviy shartlarga ega bo‘lgan kvazichiziqli masalalar 

yechimlarining asimptotik avtomodel tabiati [28] ishda tadqiq etilgan. Maqola [29] 

da kvazichiziqli parabolik masalalarning juda kuchsiz yechimlari uchun chegaraviy 

yuqori integrallanuvchanlikka oid tadqiqot natijalari bayon etilgan. 

Kvazichiziqli parabolik masalalar yechimlari chegaralanganligining asoslanishi 

maqola [30] da berilgan. Singulyar so‘ndiruvchi hadga ega bo‘lgan kvazichiziqli 

masala yechimining to‘liq so‘nishiga bag‘ishlangan tadqiqotlarda keltirilgan. 

Birinchi tartibli hadlar bilan bog‘liq ravishda chiziqlimaslikka ega bo‘lgan 

kvazichiziqli parabolik masalalar kuchsiz yechimlarining global mavjudligi [31] 

ishda qaralgan. 

Maqola [32] da fazoviy yutilishlarga ega bo‘lgan chiziqli bo‘lmagan issiqlik 

o‘tkazuvchanlik jarayoni matematik modeli tadqiq etilgan. Maqolada bir qator fizik 

tabiatga ega masalalar: chiziqli bo‘lmagan kvant mexanikasi, chiziqli bo‘lmagan 

elektrodinamika va optika, chiziqli bo‘lmagan plazmalar nazariyasi, chiziqli 

bo‘lmagan akustika, chiziqli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik xususiy hosilali 

chiziqli bo‘lmagan differensial tenglamalarga olib kelishi ta’kidlangan. Chiziqsiz 

issiqlik o‘tkazuvchanlik matematik modelining turli modifikatsiyalariga oid 
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ma’lumotlar maqola [33] da keltirilgan. Maqola [34] da kinetik nazariyaga asosan 

issiqlikning chekli tezlik bilan tarqalishi jarayoni o‘rganilgan. Maqolada ushbu 

muammo bilan taqsimot funksiyasining muvozanatga erishish chekli vaqti 

o‘rtasidagi o‘zaro bog‘liqlik o‘rnatilgan. Issiqlik uzatish, maydonlar nazariyasi 

masalalari va qisilmaydigan suyuqlik oqimlarini chekli elementlar usuli bilan tadqiq 

etishi masalalari [35] da keltirilgan. Ushbu tadqiqot ishida aksariyat hollarda chekli 

elementlar usulining qattiq jismlar va konstruksiyalardagi kuchlanishlarni 

hisoblashga oid masalalarni yechishga tadbiq etilganligi, ammo, hozirgi vaqtda 

chekli elementlar usuli issiqlik uzatish nazariyasi, maydonlar nazariyasi va 

suyuqliklar oqimi masalalarini yechishda keng miqyosda qo‘llanilayotganligi 

xususida to‘xtalib o‘tilgan. Maqola [36] da statsionar maydonlar (issiqlik 

o‘tkazuvchanlik, elektrik potensial suyuqliklar oqimi va boshqalar) haqidagi 

masalalar qaralgan. Unda muhandislik amaliyotida uchraydigan bir qancha 

masalalar: issiqlik o‘tkazuvchanlik, g‘ovak muhitlar orqali filtiratsiya, ideal 

suyuqliklarning uyurmasiz oqimi, elektrik (yoki magnit) potensialining 

taqsimlanishi, prizmasimon sterjenlarning buralishi, prizmasimon balkalarning 

egilishi, tayanch sirtlarning moylanishi va boshqalar keltirilgan. Maqola [37] da 

gradient nochiziqlilikka ega bo‘lgan chiziqli bo‘lmagan issiqlik o‘tkazuvchanlik 

masalasining yechimi asimtotikasiga oid tadqiqot natijalari bayon qilingan. 

Yuqorida keltirilgan ilmiy-tadqiqot ishlari tahlilidan ko‘rinadiki, kvazichiziqli 

issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini yechishda qo‘llaniladigan asosiy metod bu 

chekli ayirmali metodlardan iborat. Shu sababli, chekli ayirmali metodlarga muqobil 

bo‘lgan yuqori aniqlik va samaradorlikni ta’minlaydigan metodlar yaratish bo‘yicha 

ilmiy-tadqiqot ishlari olib borish zaruriyati paydo bo‘ladi. Bu o‘z navbatida 

kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasining ayirmali metodlar bilan olingan 

yechimi tabiatini o‘rganishida yechimni taqqoslash matematik apparati sifatida o‘ta 

muhim ahamiyatga ega bo‘ladi. 
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1-bob bo‘yicha xulosalar 

Ushbu bobda: 

 -Chiziqli bo‘lmagan tenglamalar haqida tushunchaga  asoslab berildi va uni 

algebraik va trasendent tenglamalar yordamida,ularni yechishning geometrik 

talqinini tushuntirib berildi. 

- Statsionar chiziqli bo‘lmagan to‘lqinlar harakati tadqiq qilindi; 

- Modifikatsiyalashgan Kortevega-de Vriza tenglamasi va uning sifat 

xossalari tadqiq etildi; 
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II BOB. KORTEVEGA-DE VRIZA TENGLAMASINI SPEKTRAL 

METOD BILAN SONLI HISOBLASH 

Ushbu bobda differensial masala qo‘yiladi, Chebishev ko‘phadlari va 

ularning xossalari o‘rganildi, Kortevega-de Vriza tenglamasi spektral metodi bilan 

sonli modellashtirish masalalari keltiriladi. Kortevega-de Vriza tenglamasi uchun 

qo‘yilgan boshlang‘ich-chegaraviy masala spektral metodi bilan sonli 

modellashtiriladi.  

2.1-§. Differensial masalaning qo‘yilishi 

Kortevega-de Vriza tenglamasi uchun quyidagi boshlang‘ich-chegaraviy 

masala qaraladi: 
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u
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u











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


    (2.1) 

,0),(,0),(,0),(  tautbutau   (2.2) 

).()0,(
0

xuxu        (2.3) 

bunda (2.1) uchinchi tartibli hususiy hosilalali differensial tenglama, (2.2) 

chegaraviy shartlarni hamda differensial tenglama uchinchi tartibli bo‘lganligi 

sababli birinchi tartibli hosilaning mavjudligi shartini, (2.3) boshlang‘ich shartni 

ifodalaydi. 

Agar tenglama (2.1) da chiziqsiz had inobatga olinmasa, uchinchi tartibli 

evolyutsion tenglama uchun quyidagi boshlang`ich-chegaraviy masala qo‘yiladi: 
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


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


     (2.4) 

,0),(,0),(,0),(  tautbutau   (2.5) 

).()0,(
0

xuxu        (2.6) 

Agar tenglama (2.1) da uchinchi tartibli hususiy hosila oldidagi   nolga teng 

bo`lsa, urinma tenglamasiga kelinadi. 
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2.2-§. Chebishev ko‘phadlari 

Ushbu paragrafda spektral va spektral-to‘r metodlarida bazis funksiyalari 

sifatida qo`llaniladigan Chebishev ko‘phadlarining asosiy xossalari, ular uchun 

rekurrent formulalar, ko‘phadlarning nollari, Chebishev ko‘phadlari qatorini 

hisoblash, qatorlarni differensiallash va integrallash formulalari keltirilgan. Ular 

spektral - to‘r metodini tuzishda bazis bo‘lib xizmat qiladi. 

Chebishev ko‘phadlari 11  x  kesmada quyidagi ifoda yordamida 

aniqlanadi 

,....,2,1,0),arccoscos()(  nxnxT
n

   (2.7) 

bunda   xarccos0 . Ma’lum bo‘lgan ushbu trigonometrik ayniyatlardan 

 sinsincoscos)cos()(
1

nnnxT
n




,  (2.8) 

quyidagi rekurrent munosabat kelib chiqadi 

1),(2)()(
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


nxxTxTxT
nnn

.     (2.9) 

Munosabat (2.7) dan xxTxT  )(,1)(
10

 ekanligini ko‘rish mumkin va bu holda 

(2.9) dan 

,...3,2,1),()(2)(
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


nxTxxTxT
nnn

   (2.10) 

hosil qilinadi, tenglik (2.10) dan turli tartibli Chebishev ko‘phadlarni hosil qilish 

mumkin 
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Bu ko‘phadlar yordamida aniqlangan funksiyalar n  ning qiymatiga qarab juft yoki 

toq bo‘ladi [90], ya’ni 

)()1()( xTxT
n

n

n
 .     (2.11) 

Munosabat (2.9) ning kk ,1  dagi kombinatsiyasini tuzib, juft yoki toq ko‘phadlar 

uchun alohida rekurrent formulalar hosil qilinadi, ya’ni 

0)()()24()(
2

2

2



xTxTxxT

nnn
.     (2.12) 

Yuqorida keltirilgan munosabatlardan ko‘phadlarning ba’zi umumiy xossalarini 

chiqarish mumkin: 

1)(1  xT
n

,  11  x ,    (2.13) 

n

n
T )1()1(  ,      (2.14) 

















10,6,2,1

8,4,0,1

5,3,1,0

)0(

n

n

n

T
n

.     (2.15) 

0)( 
kn

xT  bo‘lganda, agar 0)cos( 
k

n , bundan 
n

k
k

2

)12( 



  ekanligi 

aniqlanadi, ya’ni ko`phadlarning noli 






 


n

k
x

k
2

)12(
cos


 nuqtalarda joylashgan. 

Chebishev ko‘phadlari o‘zining ekstremal qiymatlari 1)( 
jn

xT  ga 1)cos( 
j

n   

da erishadi, bundan nj
n

j
x

j
,...,1,0,cos 


 va j

jn
xT )1()(   ekanligi kelib chiqadi. 

Chebishev ko‘phadlari qatori 



N

k
kk

xTaxf
0

)()(  quyidagi algoritm asosida 

hisoblanadi: 

0
1


N
B , 

nN
aB  , 

1,...,1,2
21




NkBxBaB
kkkk

, 
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xBBaxf
120

)(  , 

bu algoritm asosida hisoblash turg‘un bo‘ladi. Chebishev ko‘phadlari qatorini 

differensiallash algoritmi, ya’ni 





N

k
kk

xTaxf
0

)1( )()(  

esa ushbu ko‘rinishda bo`ladi. 

,0)1( 
N

a  

1,...,,2)1(

12

)1(

11
NkkaalaC

kkkkk



, 

bunda )(xf   yuqoridagi algoritm asosida topiladi. 

So‘ngra Chebishev ko‘phadlarini integrallash algoritmi qaraladi 

 dxxfxF )()( , 

bunda 







1

0

)()(
N

k
kk

xTAxF , 

bunda 
0

A  -ixtiyoriy integrallash o‘zgarmaslari bo‘lib, ular quyidagicha aniqlanadi  

1,...,1,
)2(

)(
111 


  Nk

k

aac
A kkk

k
, 

1;,
)2(

0

1   NNk
k

a
A k

k
. 

2.3-§. Kortevega-de Vriza tenglamasini spektral metod va uni qo‘llash 

usullari. 

Differensial masala (2.1)-(2.3) ni sonli modellashtirish uchun spektral 

metodni qo‘llaymiz. Buning uchun differensial masala (2.1)-(2.3) ning taqribiy 

yechimi birinchi turdagi Chebishev ko‘phadlari qatori ko‘rinishida izlanadi: 
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)arccoscos()(),()(
0

ynyTyTayu
n

N

n
nn




,   (2.16) 

bunda )(yT
n

 – Chebishev ko‘phadlari, N – esa taqribiy yechimni ],[ ba  kesmada 

approksimatsiyalash uchun foydalaniladigan ko`phadlar sonini bildiradi. Kesma 

],[ ba  da )1( N  ta kollokatsiya nuqtalari mavjud bo`lib, ular Chebishev 

ko‘phadlarining tugunlaridan iborat: 

NlNly
l

,...,1,0),cos(   . 

Qator (2.16) dagi m
a  koeffitsientlar )(

l
yu  funksiyaning qiymatlari orqali 

ushbu teskari Chebishev almashtirishi [77: 71-b.] orqali aniqlanadi: 

.,0,1,2

,,...,1,0,)()(
12

0

0

Nmagarccc

NmyTyu
cNc

a

mN

N

l
lml

lm

m



 
    (2.17) 

Keyingi bayonni soddalashtirish maqsadida qatorlar (2.16) va (2.17) ushbu 

matritsali ko`rinishda yoziladi: 

Tav  ,      (2.18) 

vTa * ,      (2.19) 

bunda  
N

aaaaa ,...,,,
210

  – koeffitsientlar vektori, T  va *T  – o‘lchamlari 

   11  NN  bo‘lgan kvadrat matritsalar: 
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













, 

hamda v  – vektor va uning komponentalari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi: 

 )(,),...(),(),(
210 N

yuyuyuyuv  .    (2.20) 

Xuddi shu tariqa 
l

y  diskret kollokatsiya tugunlarida birinchi va uchinchi 

fazoviy hosila quyidagicha ifodalanishi mumkin: 

Tb
y

v





, Te

y

v





3

3

,     (2.21) 

b  va e vektorlar komponentalari a vektor komponentalari orqali quyidagi qatorlar 

bilan aniqlanadi [90]: 

Mjmpabc
N

mp
mp

j

p

j

mm
,...,1,0,2

)2(mod
1

)()(  




,   (2.22) 

  Mjmammpppec
N

mp
mp

j

p

j

mm ,...,1,0,)1(2)1(
4

1

)2(mod1
1

)(42222)(  



, (2.23) 

bunda )2(modba   belgilash 2/)( ba   ifoda butun qiymat qabul qilishini 

anglatadi. 
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Formulalar (2.22) va (2.23) ni matritsali ko‘rinishda yozish mumkin 

Rab  , Pae  ,      (2.24) 

bunda R  va P–o‘lchamlari      MNMN 11   bo‘lgan blokli-diagonalli 

kvadrat matritsalardir. 

Formula (2.24) ni mos ravishda (2.21) ga qo‘yib va munosabat (2.19) ni inobatga 

olgan holda fazoviy hosilalarning approksimatsiyasiga ega bo‘linadi: 

vB
y

v €



, vA

y

v €
3

3





,      (2.25) 

bunda A€ va B€ o`lchamlari      MNMN 11   bo‘lgan blokli-diagonalli 

kvadrat matritsalardir. A€ va B€ matritsalar quyidagi tartibda hisoblanadi: 

** €,€ TRTBTPTA  .     (2.26) 

Xuddi shuningdek, yordamchi A
~

 va B
~

 matritsalarni ham kiritiladi: 

BBAA €~
,€

~
  .     (2.27) 

Differensial tenglama (2.1) ni faqat  1,...,1  Nl  ichki kollokatsiya 

nuqtalarida, shartlar (2.2) ni esa intervalning chegaraviy nuqtalarida yozish orqali 

quyidagi sistemaga kelinadi: 

BvvAv
dt

dS
 ,     (2.28) 

bunda nuqta belgisi ikkita vektorning komponentalari bo‘yicha ko‘paytmasini 

anglatadi, S  orqali uzunligi 1N  ga teng bo‘lgan vektor belgilangan: 

 ,0),(),...(),(,0
121 


N

yuyuyuS  

A , B  matritsalar    11  NN  o‘lchamga ega bo‘lib, ular quyidagi ko‘rinishda 

bo‘ladi: 
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aaaa
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bunda A  va B  matritsalarning ),0(,, Niba
ijij

  elementlari, A
~

 va B
~

 matritsalarning 

),0(,
~

,~ Niba
ijij

  mos elementlariga teng. 

Tenglamalar sistemasi (2.28) “differensial-algebraik” tenglamalardan iborat 

bo`lib, unda 1N  ta oddiy differensial tenglamalar sistemasi (2.28) va 2 ta chiziqli 

algebraik shartlar (2.2) mavjud, noma’lumlar soni ham tenglamalarning umumiy 

soniga teng bo`lib, 1N  tani tashkil etadi. 

Shunday qilib, oddiy differensial tenglamalar sistemasidan iborat bo`lgan 

tenglama (2.28) ni bir qadamli Runge-Kutta hamda ko‘p qadamli Adams-Beshfort 

metodlarini birgalikda qo`llash orqali yechish mumkin. 

2-bob bo‘yicha xulosalar 

Ushbu bobda: 

- Kortevega-de Vriza tenglamasi uchun differensial masala qo‘yildi; 

- Qo‘yilgan differensial tenglamani sonli modellashtirishda Chebishev 

ko‘phadlaridan foydalanildi; 

- Kortevega-de Vriza tenglamasi uchun qo‘yilgan boshlang‘ich-chegaraviy 

masala spektral metod bilan sonli modellashtirildi; 
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III BOB. BO‘LAKLI UZLUKLI O‘ZGARMAS KOEFFISIENTLI 

KVAZICHIZIQLI ISSIQLIK O‘TKAZUVCHANLIK MASALASINI SONLI 

MODELLASHTIRISH 

Ushbu bobda berilgan sohada bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas koeffisientli 

kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi ayirmali usullar va spektral-to‘r usuli 

bilan sonli modellashtirilgan. Mazkur bobda dastlab differensial masala qo‘yilgan. 

Qo‘yilgan masalani sonli modellashtirish uchun ayirmali sxemalar hamda spektral-

to‘r usullari assosida sonli yechish algoritmi ishlab chiqilgan, algoritmga mos 

dasturiy ta’minot tuzilgan, olingan sonli natijalar tahlil etilgan. Hosil bo‘lgan 

“differensial-algebraik” tenglamalar sistemasini ikkita avtonom sistemalarga 

keltirish uchun chiziqli xosmas almashtirishlar qo‘llanilgan. Usullarning hisoblash 

algoritmlari ishlab chiqilgan, C++ dasturlash tilida tuzilgan dastur asosida harakterli 

parametrlarning turli qiymatlarida keng qamrovli hisoblash tajribalari o‘tkazilgan, 

olingan sonli natijalar va ularning tahlili keltirilgan. 

3.1-§. Differensial masalaning qo‘yilishi 

Bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas koeffitsientli kvazichiziqli issiqlik 

o‘tkazuvchanlik masalasi uchun quyidagi boshlang‘ich-chegaraviy masala 

qo‘yilgan bo‘lsin: 

,0,,)( Ttbxa
x

u
xk

xt

u






















   (3.1) 

,0),(

,0),(





tbu

tau
        (3.2) 

).()0,(
0

xuxu         (3.3) 

Kelgusida spektral-to‘r metodini qo‘llashda differentsial masala (2.1) ning quyidagi 

ko‘rinishda yozilishidan foydalaniladi: 
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[a,b] kesmaga to‘r kiritamiz: 
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tenglama koeffitsienti k(x) –qaralayotgan to‘r bo‘laklarida turli o‘zgarmas 
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qiymatlarni qabul qilsin va bunda  
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xk  

qiymatlarga ega bo‘lsin. 

3.2-§. Ayirmali sxemalar 

Ushbu paragrafda boshlang‘ich-chegaraviy masala (3.1)-(3.3) ni chekli 

ayirmalar usuli bilan sonli yechish qaraladi. 

Qaralayotgan  

 TtbxaD  0,  

sohada ayirmali to‘r quyidagicha kiritiladi: 
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
. 

Masala (3.1)-(3.3) sof oshkormas ayirmali sxema yordamida approksimatsiya 

qilinadi. Natijada differensial masala (3.1)-(3.3) ga mos quyidagi ko‘rinishdagi 

ayirmali masala qo‘yiladi: 
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,1,...1,0,0,0 11
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  Mjyy j

N

j
    (3.5) 

.,...1,0),(
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0 Nixuy
ii

       (3.6) 

Ayirmali masala (3.4)-(3.6) ni yechishda progonka usulini qo‘llash uchun tenglama 

(3.4) quyidagi ko‘rinishga keltiriladi: 
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ayirmali tenglama (3.7) ni, shartlar (3.5)-(3.6) bilan progonka usulini qo‘llash 

orqali sonli yechiladi. 

Progonka metodi algoritmi quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: 
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  (3.9) 

Progonka koeffitsientlari uchun boshlang‘ich qiymatlarni topish ifoda (3.8) ga 0i  

ni qo‘yib quyidagi tenglama hosil qilinadi: 

.
1

1

11

1

0
   jj yy       (3.10) 

Tenglama (3.10) ni chegaraviy shart (3.5) bilan taqqoslab, 
1

 va 
1

 uchun quyidagi 

ifodalar hosil qilinadi: 

.0,0,0
111

1

11

1

0
   jj yy     (3.11) 
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ifoda (3.8) progonka usulining to‘g‘ri yo‘li, ifoda (3.9) esa progonka usulining 

teskari yo‘lidan iborat. 

3.3-§. Spektral-to‘r metodi 

Qaralayotgan sohada bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas koeffitsienti issiqlik 

o‘tkazuvchanlik masalasi uchun qo‘yilgan differensial masala (3.1)-(3.3) ni yechish 

uchun spektral-to‘r metodi qo‘llaniladigan  ba,  integrallash intervalida to‘r 

kiritilgan, ya’ni ushbu kesma M  ta turli elementlarga bo‘lingan:  

         ,,,...,,,...,,,,,,
11322110 MMii

xxxxxxxxxx


 

bunda ax 
0

, bx
M
 . Differensial masala (3.1)-(3.3) ning taqribiy yechimini 

birinchi turdagi Chebishev ko‘phadlari qatori ko‘rinishida ifodalash uchun 

qaralayotgan  ba,  kesmaning har bir ],[
1 jj

xx


 elementini  1,1  kesmaga 

akslantirish uchun quyidagi o‘zgaruvchini almashtirish formulasidan foydalaniladi:  

,
22

y
lm

x
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      (3.12) 
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jjj

xxm , 
1
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jjj

xxl –to‘rning j –elementi uzunligi, hamda ]1,1[y . 

Kiritilgan to‘rning har bir elementida qaralayotgan differensial masala (3.1)-(3.3) 

quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: 
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,,...,2,1,0,
22
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uxu ii

i









    (3.17) 

bunda tenglama (3.14)-(3.15) lar o‘zaro qo‘shni bo‘lgan to‘r elementlari 

chegaralarida taqribiy yechim va uning birinchi tartibli hosilasining uzluksizligi 

shartini, tenglama (3.16) chegaraviy shartlarni, tenglama (3.17) esa boshlang‘ich 

shartlarni aniqlaydi. Boshlang‘ich shartlar kelgusi tadqiqot bayoni uchun prinsipial 

ahamiyatga ega emas, shu sababdan, alohida qaralmaydi. 

Tenglamalar sistemasi (3.14)-(3.16) ning taqribiy yechimi quyidagi formula 

asosida birinchi turdagi Chebishev ko‘phadlari qatori ko‘rinishida izlanadi  

)arccoscos()(),()(
0

)( ynyTyTayu
n

N

n
n

j

nj




,   (3.18) 

bunda )(yT
n

– birinchi turdagi Chebishev ko‘phadlari, N –esa taqribiy yechimni  

j –to‘r elementida approksimatsiyalash uchun qo‘llaniladigan ko‘phadlar sonini 

anglatadi. Kiritilgan to‘rning M  ta elementlaridan har birida  1N  ta birinchi 

turdagi Chebishev ko‘phadlari tugunlari, ya’ni kollokatsiya nuqtalari mavjud 

bo‘ladi: 

NiNiy
i

,...,1,0),cos(   . 

Ifoda (3.18) dagi )( j

m
a  koeffitsientlar )(

ij
yu  funksiyaning qiymatlaridan 

foydalanib ushbu teskari Chebishev almashtirishi orqali aniqlanadi 

.,0,1,2

,,...,2,1

,,...,1,0
,)()(

12

0

0

)(

Nmagarccc

Mj

Nm
yTyu

cNc
a

mN

N

i
imij

im

j

m






 

    (3.19) 

Keyingi bayonni soddalashtirish maqsadida formulalar (3.18) va (3.19) ushbu 

matritsali ko‘rinishda ifodalanadi: 

Tav  ,       (3.20) 
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vTa * ,       (3.21) 
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aaaaaaaaaa  –koeffitsientlar 

vektori, T  va *T –o‘lchamlari      MNMN 11   bo‘lgan blokli-diagonalli 

kvadrat matritsalar: 
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hamda v–vektor MN )1(   uzunlikka ega bo‘lib, komponentalari quyidagicha 

tuzilmaga ega bo‘ladi: 

 ),()...()...,(),()...(),()...(
003202101 NMMNN

yuyuyuyuyuyuyuv  .  (3.22) 

i
y  diskret kollokatsiya tugunlarida ikkinchi tartibli fazoviy hosilalar quyidagicha 

ifodalanadi 

Td
y

v

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
2

2

,     (3.23) 
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d  vektor komponentalari a vektor komponentalaridan foydalangan holda 

quyidagicha aniqlanadi: 

  Mjmamppdc
N

mp
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j

p

j

mm
,...,1,0,2

)2(mod
2

)(22)(  




,  (3.24) 

bunda )2(modlk   belgilash 2/)( lk   bo‘linma butun qiymat qabul qilishini 

anglatadi. 

Formula (3.24) matritsali ko‘rinishda quyidagicha ifodalanadi 

Pad  ,       (3.25) 

bunda P  –      MNMN 11   o‘lchamli blokli-diagonalli kvadrat matritsa: 
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Formula (3.25) ni mos ravishda ifoda (3.23) ga qo‘yib munosabat (3.21) ni e’tiborga 

olib ikkinchi tartibli fazoviy hosilaning approksimatsiyasiga ega bo‘linadi: 
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
.     (3.26) 
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A€–matritsa      MNMN 11   o‘lchamli blokli-diagonalli matritsa 

bo‘lib, quyidagi strukturaga ega: 
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A€ matritsa quyidagicha hisoblanadi: 

*€ TPTA  .     (3.27) 

Yuqoridagi belgilashlar asosida A
~

 yordamchi matritsa ham kiritiladi: 

,2,€
~ 2  jALkA

j
     (3.28) 
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bunda L–diagonal matritsa: 
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Differensial tenglama (3.13) ni faqat  1,...,1  Ni  to‘rning ichki 

kollokatsiya nuqtalarida, uzluksizlik shartlari (3.14) va (3.15) ni to‘rning 

tugunlarida, ifoda (3.16) ni esa to‘rning chegaraviy nuqtalarida yozish orqali 

quyidagi “differensial-algebraik” tenglamalar sistemaga kelinadi: 

Av
dt

dS
 ,      (3.29) 

0Dv ,      (3.30) 

bunda S  orqali  MN 1  uzunlikka teng bo‘lgan vektor belgilangan: 



,0),()...(,0)...,(

,0,0),()...(,0,0),()...(,0

1113

12121111






NMM

NN

yuyuyu

yuyuyuyuS
   (3.31) 

A  matritsa o‘lchami      MNMN 11   ga va D  matritsa o‘lchami 

  MNM 12   ga teng: 
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A  matritsaning ),0,,...,2,1()( NiMka k

ij
  elementlari, A

~
 matritsaning 

),0,,...,2,1(~ )( NiMka k

ij
  mos elementlariga teng bo‘ladi. D  matritsaning 

dastlabki va oxirgi qator elementlari shart (3.16) ga ko‘ra, qolgan juft 

 1,...,2,2  Mjjl –qator elementlari tenglama, (3.14) toq 

 Mjjl ,...,2,12  –qator elementlari esa tenglama (3.15) koeffitsientlari orqali 

hisoblanadi. 

Tenglamalar sistemasi (3.29)-(3.30) “differensial-algebraik” tenglamalardan 

iborat, unda  MN 1  ta oddiy differensial tenglamalar sistemasi (3.29) va M2  ta  

chiziqli algebraik (3.30) shartlar mavjud, noma’lumlar soni  MN 1  tani tashkil 

etadi. Chiziqli xosmas almashtirishlardan foydalanish orqali (3.29)-(3.30) sistemani 

to‘rning elementlarida yozilgan kichik tartibli  MN 1  differensial tenglamalar 

sistemasi, hamda to‘rning bo‘linish nuqtalari va chegaraviy nuqtalarida yozilgan 

standart bAx   ko‘rinishdagi algebraik sistemadan iborat bo‘lgan ikkita avtonom 

sistemaga keltirish mumkin. 

Shartlar (3.30) dagi o‘zgaruvchilarni 
j

VYX ,,  va 
j

W  orqali belgilab, ularni 

yangi erkli o‘zgaruvchilar sifatida belgilab quyidagi tengliklar hosil qilinadi 
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   (3.32) 

u holda ushbu vektor 

       

    ,,...,,,...,,

,...,,,...,

111122

1212111111

YyuyuWVWV

yuyuWVyuyuXw
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NN






   (3.33) 

vektor (3.31) dagi S  bilan mos tushadi va w  vektor, v vektor bilan quyidagi 

munosabat orqali bog‘langan bo‘ladi: 
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Gvw ,       (3.34) 

bunda G –o‘lchami      MNMN 11   ga teng bo‘lgan xosmas matritsa 
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G  xosmas matritsaning )1,...,1()1(  MjNj  nomerli satrlari, D  matritsaning 

)1,...,1(2  Mjj  nomerli satrlaridan iborat, G  xosmas matritsaning 

)1,...,1(1)1(  MjNj  nomerli satrlari esa D  matritsaning 

),...,2(12 Mjj   satrlari bilan mos bo‘ladi. 

Xuddi shuningdek, quyidagi belgilash kiritiladi: 

,€ 1 AGH      (3.35) 

natijada tenglama (2.29) ushbu ko‘rinishga ega bo‘ladi 

wH
dt

dw €      (3.36) 

tenglamalar sistemasi (3.36) komponentalari orqali quyidagicha yoziladi 
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Shunday qilib, yuqoridagi munosabatdan ko‘rinadiki, oddiy differensial tenglamalar 

sistemasi (3.29) ni tartibi unga nisbatan kichik bo‘lgan sistemaga keltiriladi, bunda 

H  xosmas matritsa bo‘lib, u H€  matritsaning nolga teng bo‘lgan satr va ustun 

elementlarini yo‘qotish orqali hosil qilinadi, uning elementlari w vektorning mos 

nolga teng elementlariga ko‘paytiriladi; bunday ustunlarning bir nechtasi yuqoridagi 

ifodada shtrixlash orqali ajratib ko‘rsatilgan. 

Bu holda, tenglama (3.36) quyidagi ko‘rinishga keladi 

Hr
dt

dr
 ,       (3.37) 

bunda H  o‘lchami      MNMN 11   bo‘lgan matritsa,  

 )()...(,),...()...(),()...(
1112121111 


NMMNN

yuyuyuyuyuyur  

vektor esa uzunligi   1NM  dan iborat vektor, bunda r vektor v vektordan 

  11  Nj  va MjjN ,...,2,1,   komponentalari mavjud emasligi bilan farqlanadi. 
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v vektorning yetishmaydigan komponentalari chiziqli algebraik tenglamalar 

sistemasi (3.34) ni yechish orqali topiladi. 

3.4-§. Hisoblash algoritmi va dasturiy ta’minoti 

Differensial masala (3.1)-(3.3) vaqtning 0t  qiymatida )()0,(
0

xuxu   

boshlang‘ich shart bilan hisoblanadi. 

Tenglamalar sistemasi (3.37) ning dastlabki  2,  tt  ikkita vaqt 

qatlamlaridagi yechimlari to‘rtinchi tartibli aniqlikka ega bo‘lgan bir qadamli 

Runge-Kutta metodi orqali topiladi; 

Tenglamalar sistemasi (3.37) uchun to‘rtinchi tartibli aniqlikka ega bo‘lgan 

Runge-Kutta metodi formulalari quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi: 
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bunda 1,0n . 

Tenglamalar sistemasi (3.37) evolyutsion sistemadan iborat. Bunda vaqt 

bo‘yicha yangi qatlamni hisoblashda quyidagi oshkor sxemadan foydalaniladi 

 

 

   ,51623
12

,)2(5)(16)(23
12

)(

),()(

12  
















HHH eeEEeQ

ttttR

tRQrtrtr

   (3.38) 

bunda Q  matritsa sistema (3.37) ustida maxsus almashtirishlar o‘tkazish orqali 

topiladi. R–uchinchi tartibli Adams-Beshfort sxemasi operatori, E–birlik matritsa, 

 –integrallash qadami. 
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Sxema (3.38) ning qo‘llanilishi Adams-Beshfort sxemasini qo‘llashga 

nisbatan integrallash qadami   ga turg‘unlik nuqtai-nazaridan qo‘yiladigan talabni 

keskin pasaytirishga imkon beradi. 

Yuqorida keltirilgan formulalardan foydalanib hisoblashlar ketma-ketligini 

quyidagicha yozish mumkin: 

1) qaralayotgan integrallash intervalida to‘r kiritiladi, ya’ni u M  ta turli 

bo‘laklarga bo‘linadi; 

1`) qo‘yilgan differensial masala spektral-to‘r metodi bilan 

approksimatsiyalanadi va “differensial-algebraik” sistemaga keltiriladi; 

2) Runge-Kutta metodi yordamida dastlabki ikkita vaqt qatlamlaridagi 

 2,  tt  yechimlar topiladi; 

3) turg‘unlik talabini susaytirish maqsadida H  matritsaga nisbatan bir qator 

xosmas almashtirishlar o‘tkaziladi; 

4) oshkor sxema (2.38) dan foydalanilib yangi vaqt qatlami t  ga o‘tish 

ta’minlanadi; 

5) algebraik sistema (3.34) ni yechish orqali v vektor komponentalarining 

chegaralaridagi elementlar qiymatlari topiladi. 

Qaralayotgan sohada yuqori tartibli hosila oldida qovushqoqlik qiymati 

turlicha bo‘lgan parabolik tenglama uchun qo‘yilgan boshlang‘ich-chegaraviy 

masala (3.1)-(3.3) ni yechishning spektral-to‘r metodi algoritmiga mos C++ 

dasturlash tilida dasturiy ta’minot yaratilgan. 

Dasturni samarador hamda kompyuter xotirasidan unumli va tejamli 

foydalanish uchun dasturni tuzishda to‘liq dinamik tuzilmadan foydalaniladi. 

Quyida spektral-to‘r metodi algoritmi uchun C++ dasturlash tilida tuzilgan 

dasturiy ta’minot tuzilmasi keltirilgan. 
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Dasturiy ta’minot tuzilmasidagi bloklardagi qadamlar quyidagi vazifalarni 

bajaradi: 

1. Dasturni hisoblash jarayoniga sozlash. 

1.1-qadam. C++ kompilyatori kutubxonasidagi kerakli modullar bilan 

bog‘lanishni o‘rnatish. 

 

Dasturni hisoblash jarayoniga sozlash 

 
 

1.1-qadam 1.2-qadam 1.3-qadam 

To`r tugunlarini approksimatsiyalash 

 
 

2.1-qadam 2.2-qadam 2.3-qadam 

Birinchi tur Chebishev ko`phadlarini hisoblash 

 
 

3.1-qadam 3.2-qadam 3.3-qadam 

Fazoviy hosilalar matritsalarini hisoblash 

 
 

4.1-qadam 4.2-qadam 

Yordamchi matritsalar ustida amallarni bajarish 

 
 

5.1-qadam 5.2-qadam 5.3-qadam 5.4-qadam 5.5-qadam 

Differensial-algebraik sistemani ikkita avtonom sistemaga keltirish 

 
 

6.1-qadam 6.2-qadam 6.3-qadam 6.4-qadam 

Yangi vaqt qatlamlariga o`tish 

 
 

 

 

7.1-qadam 7.2-qadam 7.3-qadam 7.4-qadam 

7.5-qadam 7.6-qadam 

Natijalarni chop etish va hisoblashni yakunlash 

 
 

8.1-qadam 8.2-qadam 8.3-qadam 
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1.2-qadam. Hisoblash natijasi katta miqdordagi matritsa va massivlardan 

iborat, shu sababli, natijalar bilan ishlash qulay bo‘lishi uchun fayl bilan ishlash 

moduli <fstream> bilan aloqa o‘rnatiladi hamda ma’lumotni yozish oqimi 

o‘rnatiladi, ma’lumotlar faylga yoziladi. 

1.3-qadam. Dasturda foydalaniladigan o‘zgaruvchi va o‘zgarmaslar e’lon 

qilinadi. 

2. To‘r tugunlarini approksimatsiyalash. 

2.1-qadam. Integrallash intervali M ta bo‘lakka bo‘linadi. 

2.2-qadam. Integrallash intervalini teng yoki tengmas oraliqqa bo‘lish usuli 

belgilanadi. 

2.3-qadam. Formula (3.12) dan foydalanib to‘rning har bir ],[
1 jj

xx


 elementi 

]1,1[  kesmaga akslantiriladi. 

3. Birinchi tur Chebishev ko‘phadlarini hisoblash. 

3.1-qadam. Birinchi tur Chebishev ko‘phadlari tugunlari hisoblab olinadi. 

3.2-qadam. formula (3.18) dan foydalanib birinchi tur Chebishev 

ko‘phadlaridan iborat bo‘lgan T  blokli-diagonalli kvadrat matritsa hisoblanadi. 

3.3-qadam. formula (3.19) dan foydalanib teskari Chebishev almashtirishlari 

asosida *T  blokli-diagonalli kvadrat matritsa hisoblanadi. 

4. Fazoviy hosilalar matritsalarini hisoblash. 

4.1-qadam. formula (3.24) asosida P  blokli-diagonalli kvadrat matritsa 

hisoblanadi. 

4.2-qadam. formula  (3.27) asosida A€ blokli-diagonalli kvadrat matritsa hosil 

qilinadi. 

5. Yordamchi matritsalar ustida amallar bajarish. 

5.1-qadam. To‘r tugunlari uzunliklaridan iborat bo‘lgan L matritsa hosil 

qilinadi. 

5.2-qadam. formula (3.28) bo‘yicha yordamchi A
~

 blokli-diagonalli kvadrat 

matritsa yaratiladi. 

5.3-qadam. A  blokli-diagonalli kvadrat matritsa hisoblanadi. 
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3-5 blokda hosil qilingan matritsalar blokli-diagonalli kvadrat matritsalar 

bo‘lib, hisoblash jarayonini samarali tashkil qilish maqsadida faqat diogonaldagi 

bloklar bilan ishlanadigan uch o‘lchamli matritsa strukturasi e’lon qilinadi va 

hisoblash ishlari olib boriladi. Uch o‘lchamli matritsa tuzilmasidan foydalanish

MM  )1(  ta matritsalar bloki bilan hisoblash ishlaridan halos qiladi, bu katta 

samaradorlikka olib keladi. 

5.4-qadam. Uzluksizlik va chegaraviy shartlardan iborat D matritsa hosil 

qilinadi. 

5.5-qadam. Uch o‘lchamli A  blokli-diagonalli kvadrat matritsa ikki o‘lchamli 

strukturadagi matritsaga o‘tkaziladi. 

6. Differensial-algebraik sistemani ikkita avtonom sistemaga keltirish. 

6.1-qadam. Uzluksizlik va chegaraviy shartlardan iborat D matritsadan 

foydalanib G matritsa yaratiladi. 

6.2-qadam. Teskari 1G  matritsa hisoblab olinadi. 

6.3-qadam. formula (3.35) asosida H€  matritsa hisoblanadi. 

6.4-qadam. H matritsaning tartibi pasaytiriladi. 

7. Yangi vaqt qatlamlariga o‘tish. 

7.1-qadam. Differensial masala (3.1)-(3.3) boshlang‘ich shart bilan 

hisoblanadi. 

7.2-qadam. Tenglamalar sistemasi (3.37) ning dastlabki ikkita vaqt 

qatlamlaridagi yechimlari to‘rtinchi tartibli aniqlikka ega bo‘lgan Runge-Kutta 

metodi yordamida hisoblanadi. 

7.3-qadam. Matritsali eksponenta hisoblanadi. 

7.4-qadam. Q matritsa hisoblab olinadi. 

7.5-qadam. Formula (3.38) asosida vaqt bo‘yicha 3-qatlamdan boshlab, yangi 

qatlamlardagi qiymatlar Adams-Beshfort metodi asosida hisoblanadi. 

7.6-qadam. Tugunlarning chegaradagi komponentalari chiziqli algebraik 

tenglamalar sistemasi (3.34) ni yechish orqali topiladi. 

8. Natijalarni chop etish va hisoblashni yakunlash. 
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8.1-qadam. Barcha olingan hisoblash natijalari faylga yoziladi. 

8.2-qadam. Dasturda yaratilgan dinamik o‘zgaruvchilar, massiv va matritsalar 

hisoblashlar so‘ngida xotiradan o‘chiriladi. 

8.3-qadam. Ma’lumotni faylga yozish oqimi yopiladi va hisoblash ishlari 

tugallanadi. 

3.5-§. Hisoblash eksperimenti natijalari va ularning tahlili 

Yuqorida ayirmali sxemalar va spektral to‘r metodlari yordamida ishlab 

chiqilgan algoritm bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas koeffisiyentli kvazichiziqli issiqlik 

o‘tkazuvchanlik tenglamasi (3.1)-(3.3) uchun boshlang‘ich-chegaraviy masalani 

hisoblashga tadbiq etilgan. 

Bu holda qo‘yilgan masalaning boshlang‘ich yechimi ushbu ko‘rinishda 

qaraladi: 

  ,
4

exp0,
0

2











t

xk
xu i      (3.39) 

O‘zgarmas 
0

t  dastlabki taqsimotning yarim uzunligini aniqlaydi: 
0

t  qanchalik 

kichik bo‘lsa, u ham shunchalik qisqa bo‘ladi. Sonli hisoblashlar asosan 

parametrlarning quyidagi qiymatlarida olib borilgan: 15.0
0
t , 01.0 . 

Integrallash intervali  1,1  deb tanlab olingan. Dastlabki taqsimotning berilgan 

yarim uzunligi uchun funksiya (3.39) chegaraviy nuqtalarda 1210  aniqlik bilan nolga 

teng bo‘ladi. Shu sababli, tenglama (3.39) quyidagi chegaraviy shartlar bilan qaraldi: 

  0,1  tu ,      (3.40) 

Hisoblash eksperimenti 300,250,200,150
4321
 kkkk  hamda ]1,1[  

kesma teng oraliqlarga bo‘linganda 16N , 32N  va 64N  tugunlarga ega 

bo‘lgan ayirmali sxemadan foydalangan holda, xuddi shuningdek bazis funksiyalari 

(Chebishev ko‘phadlari) soni 16N , 32N  va 64N  ga teng bo‘lgan spektral-
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to‘r metodi bilan vaqtning 40t  qatlamida olib borilgan, bu yerda   vaqt bo‘yicha 

to‘r qadami. 

3.1-jadval. 

Ayirmali metod, bunda 300,250,200,150
4321
 kkkk  

 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 

N=16 0.2429 0.5201 0.7972 0.5155 0.2336 

N=32 0.2065 0.3934 0.5748 0.3666 0.1747 

N=64 0.2060 0.4105 0.5314 0.3902 0.1654 

 

3.2-jadval. 

Spektral-to‘r metodi, bunda 300,250,200,150
4321
 kkkk  

 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 

N=16 0.2539 0.4279 0.5261 0.4065 0.2488 

N=32 0.2412 0.378 0.4672 0.3623 0.2224 

N=64 0.2257 0.3736 0.4474 0.3583 0.2074 

 

Endi issiqlik o‘tkazuvchanlik koeffitsienti 
i

k to‘r elementlarida quyidagicha 

tanlanadi: 250,350,300,200
4321
 kkkk  hamda ]1,1[  kesma teng 

oraliqlarga bo‘lingan holatda hisoblash ekisprementlari olib boriladi. 

 

3.3-jadval. 

Ayirmali metod, bunda 250,350,300,200
4321
 kkkk  

 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 

N=16 0.2286 0.5416 0.8544 0.5398 0.2251 

N=32 0.1408 0.3378 0.6223 0.3170 0.1223 

N=64 0.1311 0. 3635 0.5367 0.3455 0.1063 
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3.4-jadval. 

Spektral-to‘r metodi, bunda 250,350,300,200
4321
 kkkk  

 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 

N=16 0.2033 0.379 0.4773 0.3483 0.1935 

N=32 0.1929 0.3397 0.4571 0.3312 0.1834 

N=64 0.1726 0.3379 0.4338 0.3274 0.1616 

 

 

3.1-rasm. Ayirmali metod bilan turli to‘rlarda va har xil vaqt qatlamlarida 

hisoblangan yechim. 

 

 

3.2-rasm. Spektral-to‘r metodi bilan turli sondagi Chebishev ko‘phadlari 

olinganda va har xil vaqt qatlamlarida hisoblangan yechim. 

 

Qaralayotgan [-1,1] kesma markazida 
i

k issiqlik o‘tkazuvchanlik 

koeffitsienti keskin o‘zgaruvchan, ya’ni quyidagicha taqsimlangan bo‘lsin: [-1,-0.2] 
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kesmada ,200
1
k [-0.2,0] kesmada ,300

2
k [0,0.2] kesmada ,350

3
k [0.2,1] 

kesmada .250
4
k  

 

3.5-jadval. 

Ayirmali metod, bunda 250,350,300,200
4321
 kkkk  

 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 

N=16 0.2282 0.5413 0.8544 0.5395 0.2245 

N=32 0.1408 0.3378 0.6223 0.3170 0.1222 

N=64 0.1312 0.3635 0.5367 0.3455 0.1062 

 

3.6-jadval. 

Spektral-to‘r metodi, bunda 250,350,300,200
4321
 kkkk  

 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 

N=16 0.2033 0.379 0.4773 0.3483 0.1935 

N=32 0.1929 0.3397 0.4571 0.3312 0.1834 

N=64 0.1726 0.3379 0.4338 0.3274 0.1616 

 

 

3.3-rasm. Ayirmali metod bilan turli to‘rlarda va vaqt qatlamlarida olingan 

yechim. 
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3.4-rasm. Spektral-to‘r metodi bilan turli sondagi Chebishev ko‘phadlari 

olinganda va har xil vaqt qatlamlarida hisoblangan yechim. 

 

Yuqoridagi 2.1, 2.3, 2.5 jadvallarda hamda 2.1, 2.3 rasmlarda parametr 
i

k

ning turlicha qiymatlarida keltirilgan natijalar qaralayotgan masalaning ayirmali 

metod bilan to‘r tugunlari soni 16N , 32N  va 64N  bo‘lganda olingan 

taqribiy yechimlarining o‘zaro taqqoslanishi keltirilgan. Ko‘rinib turibdiki, 
i

k  

parametrning tanlangan har xil qiymatlarida hamda turli to‘r va vaqt qatlamlarida 

olingan yechimlarining qiymatlari keskin farqlanadi. 

Ayni paytda 2.2, 2.4, 2.6 jadvallarda va 2.2, 2.4 rasmlarda 
i

k parametrning 

turli qiymatlarida qaralayotgan masalaning spektral-to‘r metodi bilan Chebishev 

ko‘phadlari soni 16N , 32N  va 64N  ta bo‘lganda olingan sonli 

yechimlarining taqqoslash natijalaridan ko‘rinadiki, qo‘yilgan masalaning spektral-

to‘r metodi bilan olingan taqribiy yechimlari 
i

k parametrning tanlangan 

qiymatlarida deyarli mos tushadi, bu o‘z navbatida kam sonli ko‘phadlardan 

foydalangan holda yuqori aniqlikka ega bo‘lishi mumkinligini ko‘rsatdi. Hisoblash 

ishlari aniqligini yanada oshirish maqsadida spektral-to‘r metodida to‘r 

tugunlarining umumiy sonini ortirmasdan yechim gradiyenti katta bo‘lgan soha 

markazida tugunlarini zichlashtiramiz, bu holda spektral-to‘r metodida [-1,1] 

kesmada to‘r tugunlari quyidagicha tanlab olinadi:  

[-1,-0.2], [-0.2,0], [0,0.2], [0.2,1] 
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Olingan natijalar quyidagi jadval va grafikda o‘z aksini topgan. 

 

3.7-jadval. 

Spektral-to‘r metodi bilan to‘r elementlari markazga tomon zichlashtirilgan  

( 32N ) va zichlashtirilmagan ( )64N holda olingan yechimlar. 

 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 

N=32 0.1636 0.3359 0.4306 0.325 0.152 

N=64 0.1724 0.3377 0.434 0.3275 0.1614 

 

 

3.5-rasm. Spektral-to‘r metodida olingan natijalar  

 

Yuqoridagi jadvalda to‘r elementlari soni M=8, Chebishev ko‘phadlari soni 

N=64 bo‘lgan hamda to‘r elementlari markazga tomon zichlashtirilgan, hamda to‘r 

elementlari soni M=4, Chebishev ko‘phadlari soni N=32 bo‘lgan holda 

taqqoslangan. Yuqoridagi 2.5-rasmda keltirilgan natijalardan ko‘rinadiki, 40t  

qatlamda olingan taqribiy yechimlar ustma-ust tushadi, bundan to‘r tugunlari 

yechim gradient katta bo‘lgan markazga tomon zishlashtirilishi aniqlikning 2 

martadan ziyodroq ortishini ta’minlashini ko‘rsatadi.  

Bu o‘z navbatida spektral-to‘r metodining universal xarakterga ega 

ekanligini, bunda to‘r elementlari sonini turli uzunlikda hamda ularda yechimni 

approksimatsiyalash uchun qo‘llaniladigan ko‘phadlar sonini ham turlicha tanlab 

olish imkoniyati mavjudligini ko‘rsatadi, bunda yechim yuqori aniqlik bilan topiladi. 
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3-bob bo‘yicha xulosalar 

Mazkur bobda: 

differensial masala qo‘yildi; 

- bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas koeffisientli issiqlik o‘tkazuvchanlik 

masalasini ayirmali usullar bilan sonli modellashtirish masalalari qaraldi; 

- bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas koeffisientli issiqlik o‘tkazuvchanlik 

masalasini spektral-to‘r metodi bilan sonli modellashtirish masalalari 

qaraldi;  

- qo‘yilgan masalani sonli modellashtirish uchun ayirmali hamda spektral-

to‘r metodi algoritmi ishlab chiqildi, algoritmga mos dasturiy ta’minot 

yaratildi hamda keng qamrovli hisoblash eksperimenti olib borildi. 
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XULOSA 

Dissertatsiya bo‘lakli uzlukli o‘zgarmas hamda chiziqli bo‘lmagan 

koeffisientli kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini sonli 

modellashtirishga bag‘ishlangan. 

Dissertatsiya ishining asosiy natijalari quyidagilardan iborat: 

1. Ayirmali hamda spektral-to‘r metodlarining evolyutsion tenglamalar uchun 

sifat xossalari aniqlangan. 

2. Kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini sonli yechish uchun 

ayirmali sxemalar va spektral-to‘r metodi qurilgan. 

3. Spektral-to‘r metodining yaqinlashishini ta’minlovchi teoremalar 

isbotlangan va yaqinlashish tezligi baholari olindi. 

4. Kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasini sonli yechish va 

hisoblash eksperimenti natijalarini vizuallashtirish uchun spektral-to‘r metodi 

algoritmi va dasturiy ta’minoti ishlab chiqilgan. 

5. Integrallash intervalida yechim gradienti yuqori bo‘lgan sohalar aniqlangan 

va ular lokallashtirilgan. 

6. Spektral-to‘r metodini qo‘llash natijasida bazis funksiyalari umumiy sonini 

(Chebishev ko‘phadlari) oshirmasdan, ularni optimal joylashtirish va 

hisoblashlarning yuqori aniqligi va samaradorligini ta’minlash ko‘rsatilgan. 

7. Kvazichiziqli issiqlik o‘tkazuvchanlik masalasi uchun qo‘yilgan 

boshlang‘ich-chegaraviy masalani spektral-to‘r metodi bilan yechishda xarakterli 

parametrlarning turli qiymatlarida keng qamrovli hisoblash eksperimenti 

o‘tkazilgan. 
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