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KIRISH

Magistrlik dissertatsiyasi mavzusining asoslanishi va uning
dolzarbligi. O‘zbekiston Resublikasi mustaqillika erishgandan so‘ng ko‘pgina
sohalar bilan bir gatorda ta’lim sohasida ham Katta o‘zgarishlar yuz berdi. Bunda
asosan rivojlangan davlatlarning ta’lim tizimlari namuna sifatida olinib, bizning
xalqimiz imkoniyatlariva yutuglariga mos holda yangi ta’lim tizimi ishlab
chiqildi. Hozirgi kunda ilm — fanga prezidentimiz tomonidan alohida e’tibor
berilmogda [1-4]. Jamiyat ijtimoiy sohasining eng muhim tarkibiy gismlaridan
biri ta’lim tarbiya sohasi bo‘lib, uning rivoji siyosiy—huquaqiy, igtisodiy va
ma’naviy sohalarga bevosita tasir etadi hamdaijtimoiy sohalar me’yoriy
mohiyatini, kamolot darajasini belgilab beradi.

Ta’lim va fan sohasini rivojlantirish davlat siyosati ma’no mazmunidan va
uning dolzarbligidan kelib chigib,uni quyidagicha izohlash mumkin:

Birinchidan, yangi ta’lim tizimi, barkamol avlod kadrlarini tayyorlashdagi
o‘zgarishlar va yangicha yondashuvlar zamonaviy kasb sohalarining paydo
bo‘lgani hamda uning mamlakatimiz sharoiti bilan bog‘ligligidir;

Ikkinchidan, ta’lim tushunchasi ijtimoiy-igtisodiy taraqgiyot natijasida
muayyan davrdan boshlab, inson faoliyatining alohida mustaqgil sohasiga aylanib,
jamiyatning ijtimoiy sohasini keyingi bosgichga uzatadi;

Uchinchidan, ta'lim inson shaxsining intelektual-ma’naviy qirralarini
shakllantirish, uning jamiyat ishlab chigarishi va ijtimoiy, siyosiy, madaniy,
ma’rifiy hayotida faol va muvaffaqgiyatli ishtirokini ta’minlashga garatilgan
harakterlar yig‘indisi bo‘lib, ma’rifiy hamda bilim berishni anglatadi;

To‘rtinchidan, fan jamiyatning ijtimoiy institutlaridan biri bo‘lib, tabiat va
jamiyat hayotini aks ettiruvchi ijtimoiy ong shakli. U katta ilmiy salohiyatini,
ijodiy kuch-quvvatini birlashtirib, ma’naviy barkamol insonni tarbiyalashga,
mamlakatda qudratli ilmiy salohiyatni yaratishga xizmat giladi.

Ushbu magistrlik dissertatsiyasi mavzusi ana shu talab va vazifalardan
kelib chigib tanlandi. Ma’lumki, sonlar nazariyasining additiv masalalarini

tekshirishda trigonometrik yig‘indilarni baholash muhim ahamiyatga ega. Bunday



additiv masalalarga misol sifatida XVIIl-asrning o‘rtalaridan buyon ma’lum
bo‘lgan Varing, Eyler-Goldbax, Xardi-Littlvud, Xua-Lo-Ken problemalarini
ko‘rsatish mumkin. Birinchi bo‘lib trigonometrik yig‘indilarning trivial
bo‘lmagan bahosini Veyl va Vinogradovlar olgan [5-8]. Biz bu yerda yuqorida
keltirilgan muammolardan ikkitasi:

Varing va Goldbax muammolariga gisgacha to“xtalib o‘tamiz.

Varing muammosi. Fransuz matematigi J.L.Lagranj (Giuseppe Lodovico
Lagrangia (1736-1813)) 1770 yilda quyidagi teoremani isbotlaydi: ”Har ganday
natural sonni to‘rtta butun son kvadratlari yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash
mumkin”. Bu teoremadagi tasdiq birinchi bo‘lib Diofantning “Arifmetika” sida
keltirilgan [9]. Uning isbotini Lagranj gilgan [10].

1770-yilda ingliz matematigi Varing (Edward Waring (1734-1798)) to‘rt
kvadratlar yig‘indisi haqgidagi J.L.Lagranj teoremasini umumlashtirishni taklif
gildi va bu keyinchalik Varing muammosi deb nomlandi. Zamonaviy
terminologiyada, Varingning tasdiglarida berilgan k>2 soni uchun shunday
natural son S=S(K) mavjudki, har bir natural son n, S=35(k)ta manfiy
bo‘Imagan butun sonlarning yig‘indisidan iborat bo‘ladi, ya’ni N ni

n=n"+n+..+n* (1)
korinishda ifodalash mumkin. Berilgan k& uchun (1) tenglikni ganoatlantiruvchi
chekli S ning mavjudligi 1909-yilda nemis matematigi Gilbert (David Hilbert
(1862-1943)) tomonidan isbotlangan.

Goldbax muammosi. Nemis matematigi Xristian Goldbax (Christian
Goldbach (1690-1764) nomi bilan yuritiladigan Goldbax muammosi birinchi
marta 1742-yilda Goldbax va Shvetsariyalik nemis matematigi Eyler (Leonhard
Euler 1707-1783) o‘rtasida yozishmalarda paydo bo‘lgan. 1742 yilda Xristian
Goldbax Leonard Eylerga yozgan xatida quyidagi taxminni aytadi: har bir 5 dan
katta toq sonni 3 ta tub sonning yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin.

Eyler bu masala bilan gizigib bundanda kuchliroq taxminni ilgari suradi:
har bir 2 dan katta juft sonni 2 ta tub sonning yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash

mumKin.



Birinchi tasdiq Goldbaxning ternar problemasi, ikkinchisi esa Goldbaxning
binar problemasi (yoki Eyler problemasi) deb ataladi [11].

Q+P )
Trigonometrik yig‘indilarning umumiy korinishi S= Y e*"® dan
x=Q+1

iborat  bo‘lib, f(X) = X +a,_ X" +...+aXx+a, hagigiy koeffitsiyentli
ko‘phad, Q,P—lar natural sonlar. Uning trivial bahosi |S|<P dan iborat. Bu

trigonometrik yig‘indining trivial bo‘lmagan bahosi muhim ahamiyatga ega. Bu
sohadagi izlanishlar davom etmoqda, chunki yuqorida sanab o‘tilgan
masalalarning birortasi ham to‘la o‘z yechimini topmagan. Shuning uchun ham
bu sohadagi izlanishlar dolzarb hisoblanadi.

Tadgigotning ob’yekti va predmeti. Ushbu tadqgiqot ishining ob’yekti,
trigonometrik yig‘indilar, algebraik metodlar, Eyler funksiyasi, Myobus
funksiyasi va sonlar nazariyasining ba’zi additiv masalalari, ularni yechish
metodlari, olingan baholar tahlili hisoblanadi. Tadgiqotning predmeti bo‘lib,
sonlar nazariyasining bir nechta additiv masalalarini trigonometrik yig‘indilar
orgali tatbigi, olingan baholar va bunda olingan natijalar tahlili.

Ishning magqgsadi va vazifalari. Magistrlik dissertatsiyasining asosiy
magsadi

trigonometrik yig‘indilarni sonlar nazariyasining ba’zi additiv masalalarini
yechishga tatbiq gilishdan iboratdir.

Bu magsadga erishish uchun quyidagi vazifalarni amalga oshirish kerak:
eBirinchi darajali va ikkinchi darajali trigonometrik yig‘indilarni baholash ;
e Trigonometrik yig‘indilarning berilgan oraliqdagi n-darajali chegirmalar sonini
aniglashga tatbiq qilish;
eEffektiv baholardagi o‘zgarmaslarning boshga parametrlar bilan bog‘liklik
ifodasini keltirib chigarish;
e Sonli baholar olish.

Tadqiqotning ilmiy yangiligi. Sonlar nazariyasida g - eng kichik mushbat

boshlang‘ich  ildizni  yuqoridan baholash muhim ahamiyatga ega.



B. I. Segallarning va I. M. Vinogradov ishlarida bunday baho mavjud. Ular

yetarlicha katta p tub soni va ixtiyoriy &>0 son uchun g :o(p%*g) ekanligini

isbotlaganlar. g uchun olingan bahoda “O” -simvoli gatnashganligi uchun

undan aniq sonli hisoblashlarda foydalanib bo‘lmaydi. Ushbu ishda g uchun
“O”-simvoliga bog‘lig bo‘lmagan aniglashtirilgan gs(4"\/ﬁln p)+1 baho

isbotlangan. Bu yerda k soni P-1 ning tub bo‘luvchilari soni. Olingan natija
yuqoridagi shu boradagi natijaning son giymati jihatdan yaxshilanganidir.

Trigonometrik yig‘indilarni taqqoslamalar sonini topishga va
trigonometrik yig‘indilarni berilgan oraligdagi n-darajali chegirmalar sonini
aniglashga tadbiq etilgan.

Tadqigotning asosiy masalalari va farazlari. Tadgiqot ishida quyidagi
asosiy masalalar garaldi:

en-darajali trigonometrik yig‘indilarni baholash va chegirmalar sonini
topishga tatbiq etish

eNatural sonlar bo‘yicha olingan trigonometrik yig‘indilarning ketma-
ketliklar kasr qismlarining tagsimlanishini baholashga tatbiqi

eTub sonlar bo‘yicha olingan trigonometrik yig‘indilarning additiv
masalalarni yechishda tatbiqi

eSonlar nazariyasining bir gancha yechimini topgan va hali to‘la yechimini
topmagan masalalarini o‘rganish oldindan olingan natija va baholarni o‘rganib
tahlil qilish.

Tadqgiqotning ishlab chigilgan ilmiy takliflari va amaliy tavsiyalari
natijasida sonlar nazariyasining ko‘plab additiv masalalarini trigonometrik
yig‘indilarning baholari orgali yechish mumkin bo‘ladi.

Tadqgigot mavzusi bo‘yicha adabiyotlar sharxi. Magistrlik tadgigot ishini
o‘rganish davomida quyidagi adabiyotlardan foydalanildi. I. Allakov [5] ,
Kapaiy6a A.A. OcHOBBI aHaMUTUYECKOM Teopuu uucen.- M.:Hayka,1975.-182 c.

Hesennopt I'. MynpTummkatuBHas Teopuun yucen.-M: “Hayka” 1971r. Uynakos



H.I'. BBenenue B Teoputo ¢pynkuuit Jupuxiue.-M: I'octexuznat.1947r. Pintz J.,
Elementary methods in the of L-functions v. The theorems of Landau and Page,
Acta Arith., 32 (2), 1977, 163-171. Allakov 1., Erdanov B.X., Erkinova D.A. Eng
kichik musbat boshlang‘ich ildizni trigonometrik yig‘indilar yordamida
yuqoridan baholash. NamDU ilmiy axborotnomasi, 2024. Ne5. 103-106 b.
Allakov 1., Erdanov B.X., Erkinova D.A. Application of trigonometric sums to
the estimation of the smallest positive initial root. Journal of Theory, Mathematics
and Physics. Vol. 3, Ne 03,2024. 11-16 b. Erkinova D.A. Arifmetik
progressiyadagi tub sonlar bo‘yicha olingan chiziqli va ikkinchi darajali
trigonometrik yig‘indilarni baholash. Journal of Theory, Mathematics and
Physics. Vol. 3, Ne 03,2024. 1-6 b. Erkinova D.A. Birinchi va ikkinchi darajali
trigonometrik yig‘indilarni baholash va ularning tadbiqlariga doir. Algebra va
analizning dolzarb masalalari mavzusidagi Respublika ilmiy-amaliy anjumani
materiallari to‘plami. Termiz-2022. 18-19 noyabr. 25-26 b.

Tadgigotda qo‘llanilgan metodikaning tavsifi. Dissertatsiya ishida ilmiy
abstraksiya, tahlil va sintez, monografik kuzatish, tagqoslash, induksiya va
deduksiya, statik guruhlash, tizimli tahlil, usullaridan foydalanilgan.

Tadgigotda olingan natijalarning nazariy va amaliy ahamiyati:
Dissertatsiya ishi ilmiy — nazariy xarakterda bo‘lib, matematikaning turli additiv
masalalarini yechishda, xususan, go‘shiluvchilar soni chegaralangan bo‘lgandagi
Varing muammosini, Goldbax muammosini, Xarde—Littlvud muammosini,
Xua — Lo — Ken muammosini hamda ularning umumlashmalarini yechishda
foydalanish mumkin.

Magistrlik dissertatsiya tuzilmasining tavsifi: Dissertatsiya ishi kirish
gismi, uchta bob, xulosa va adabiyotlar ro‘yxatidan iborat. Kirish gismida
mavzuning o‘rganilganlik darajasi va dolzarbligi, ishning magsadi va vazifalari,
ishning sinovdan o‘tishi, masala tarixi, adabiyotlar tahlili gisgacha berilgan,
dissertatsiya ishida gilingan ishlar to‘g‘risida gisgacha ma’lumotlar berib o‘tilgan
vaasosiy olingan natijalar bayoni keltirilgan.

Birinchi bob trigonometrik yig‘indilarning berilgan oraligdagi n-darajali



chegirmalar sonini aniglashga tadbiglari deb ataladi va 3 ta paragrafni oz ichiga
oladi, bu bobda birinchi va ikkinchi darajali trigonometrik yig‘indilarni baholari
keltirilgan. Bundan tashgari n- darajali trigonometrik yig‘indilar baholari olib uni
chegirmalar sonini aniglashga tatbiq etilgan. Bu mavzular yordamchi xarakterga
ega, undagi ta’rif va teoremalardan keying bobda foydalaniladi.

Ikkinchi bob natural sonlar bo‘yicha olingan trigonometrik yig‘indilarning
additiv masalalarni yechishga tadbiglari deb nomlangan va 3 ta paragrafni o‘z
ichiga oladi, bu bobda Veyl teoremasi, uning isboti va tatbiglari, Veyl teoremasi
tipidagi teoremalarning Varing masalasiga tatbiglari, ketma ketliklar kasr
gismlarining tagsimlanishini baholashda tadbiglari keltirilgan.

Dissertatsiyaning uchinchi bobi tub sonlar bo‘yicha olingan trigonometrik
yig‘indilarning additiv masalalarni yechishda tadbiglari deb atalgan va 3 ta
paragrafni o‘z ichiga oladi, bu bobda Vinogradov teoremasi va uning isboti, tub
sonlar bo‘yicha olingan birinchi darajali trigonometrik yig‘indilarning baholari,
va uni additiv masalalarni yechishga tatbiglari keltirilgan. Dissertatsiyaning

umumiy hajmi 90 betdan iborat.



| BOB. TRIGONOMETRIK YIG‘INDILARNING BERILGAN
ORALIQDAGI n- DARAJALI CHEGIRMALAR SONINI
ANIQLASHGA TATBIQI.

1.1-§. Birinchi va ikkinchi darajali trigonometrik yig‘indilarni
baholash

Ma’lumki, sonlar nazariyasining additiv masalalarini tekshirishda
trigonometrik yig‘indilarni baholash muhim ahamiyatga ega. Bunday additiv
masalalarga misol sifatida XVIII asrning o‘rtalaridan buyon ma’lum bo‘lgan
Varing, Eyler-Goldbax, Xardi-Litllvud, Xua-Lo-Ken problemalarini ko‘rsatish
mumkin. Birinchi bo‘lib trigonometrik yig‘indilarning trivial bo‘Imagan bahosini
Veyl va Vinogradovlar olgan.

Ushbu

ml 8

S;=>e "
x=0

yig‘indini garaymiz. Bunda @ — butun son, M -natural son. S, yig‘indidagi

27ié

e“™ =c0s27& +isin2z¢ ko‘rinishdagi funksiya davriy bo‘lib uning davri 1 ga

teng’ ya’ni e27ri(§+1) — e27ri§ . e27ri — eZﬂi§

Bundan agar X=Yy(modm) ya’ni X=Yy+mt,t€Z bo‘lsa, u holda

PYS LSNP L. CLilL) B i

e "=e M =g ".g
ekanligi kelib chigadi. Agarda S, yig‘indida & soni M ga bo‘linsa (/M) ,u

holda a=mt va

m-1 .
S, =) e =1+e

x=0

27t 27zi(m-1)t

+e2M 4 te =1+1+..+1=m,

boladi. Agarda S, yig‘indida @ soni M ga bo‘linmasa (@ + M), u holda




Shunday qilib,

mel o {m, agar a/m, (1.11)

Sl:XZ:;‘e 'S 0,agara+m’
ekanligini isbotladik.
Yugorida garalgan trigonometrik yig‘indni
ax =h(modm) (1.1.2)

tagqoslamaning yechimlar soni T ni aniglashga tatbiq etish mumkin. Buning

uchun (1.1.2) dan foydalanib T ni quyidagicha yozib olish mumkin.

T:EZZe mo (1.1.3)

x=0 y=0

m—-1 m—-1 zﬂi(ax—b)y

(1.1.3) daagar (1.1.2) taggoslama yechimga ega bo‘Isa, 8x —b=0(modm)
ya’ni (aX-b)/m, qolgan hollarda (&x—b)+m bajariladi. (1.1.3) da

d=(a,m),a=a-d,m=m_-d deb olib yig‘ish tartibini o‘zgartirsak quyidagiga

ega bo‘lamiz:
m-l _, by 1 md-1 2,8%  ma P 1
T=>e m"—>e Mm=>»e M™m—x
x=0 mld x=0 y=0 m1d
m-1 - Ialxy 2m-1 Z”ialxy m,d-1 2 lalxy
(e ™m+de M+ D e =
x=0 X=my x=(d-1)m,
m-1 _, by 1 md 272 ma L, by 1 md o2 Ay
=>e m—>e M=>e m"—>e ™
x=0 m1d x=0 y=0 m1 x=0

Bu yerda (a,,m) =1 bo‘lgani uchun (1.1.1) ga ko‘ra

1 ”h—lezﬂi% {1, agar y/m,
m, 5= 0,agar y+m,

Shuning uchun ham yuqoridagi yig‘indida fagat y/m, hadlar goladi,
golgan hadlar nolga teng. Shunday gilib, ¥ =km, deb olsak, 0<km <dm -1,
ya'ni 0<k<d-1va



01 nfkm o d1 4™ (d agarb/d
T= e m = e M= ’ "
> 2 {0, agar b+d

Bizga ma’lumki, agar d =(a,m) bo‘lib b/d bo‘lsa, (1.1.2) tagqoslama d
ta yechimga ega bo‘ladi, agarda b +d bo‘lsa, (1.1.2) taggoslama birorta ham
yechimga ega emas edi.

Yuqorida garab chigilgan usul unchalik ham sodda bo‘lmasada, u
trigonometrik yig‘indilardan foydalanib arifmetik masalalarni yechish mumkin
ekanligining yogqol namunasidir.

Trigonometrik yig‘indilarning ba’zi bir xususiy hollardagina aniq
giymatini topish mumkin. Ko‘pchilik hollarda esa uning modulining mumkin
gadar anigrog yugori chegarasini topish masalasi go‘yiladi. Ana shu chegarani
topishni biz bundan keyin trigonometrik yig‘indilarni baholash, chegaraning
0‘ziga esa trigonometrik yig‘indining bahosi deb ataladi.

Tushunarliki,

_ & 27if (X)
Sl_xgile ,
yig‘indi uchun trivial (o‘z-o‘zidan tushunarli bo‘lgan) baho |S|<P dan iborat.
Bu yerda f(x) haqiqiy koeffitsiyentli ko‘phad.

Sonlar nazariyasining ko‘pchilik masalalarini yechishda trigonometrik

yig‘indilarning trivial bahosidan ko‘ra anigrog bahosini topish talab etiladi.

Endi, S, dan ko‘ra umumiyroq ushbu

Q+P

Z eZHiOCX’ (114)
Xx=Q+1
yig‘indini baholashni garaymiz. Bunda « —ixtiyoriy hagigiy son, Q -butun son,
P - butun musbat son.

Awvalo, ixtiyoriy & haqiqgiy soni uchun

sinze]> 2], (115)

10



ning bajarilishini ko‘rsatamiz. Bunda ||&| -bilan & dan unga eng yagin turgan

butun songacha bo‘lgan masofa belgilangan.

(1.1.5) ning ikkala tomoni ham juft va davriy funksiya bo‘lib, davri 1 ga
teng. Shuning uchun ham OS@?S% bo‘lganda sinz&>2& ning bajarilishini
ko‘rsatish yetarli. f(&)=sinz&—2& funksiyani garaymiz. Bu funksiya & =0
va ézg da nolga aylanadi. Uning hosilasi f'(£)=7coszé -2 bo‘lib s ning
fagat bitta giymatida nolga aylanadi. f(§) ning ikkinchi hosilasi
f"(&) =—-n’sinzé bolib 0< §<% da f"(¢)<0. Demak, 0< 53% bo‘lganda

f(£) 20 va shuning uchun ham sin 7= > 2 bajariladi.

(1.1.5) dan foydalanib, garalayotgan yig‘indini quyidagicha baholash

mumkin:
Q+P ) e27z'ia(Q+P+1) _ e27ria(Q+l) 2 2
2riax — . < : S : : —
x%le e27rla _1 eZma _1‘ ‘ema _ e—ma
1 1
< .
sinza|  2[e]
Shunday qilib,
Qf 2 (P 1 J (1.1.6)
eI <min| P;—— |. 1.
2]a]

Bundan keyin biz

% if (x)
S: emeX’

x=Q+1

yig‘indida quyidagi 2 ta holni bir biridan farglaymiz:
1). f(x)zﬂx", (a,q)=1bo‘lib S yig‘indida X o‘zgaruvchi g moduli
q
bo‘yicha chegirmalarning to‘la sistemasidagi barcha giymatlarni gabul giladi.

Bu holda X=0,1,2,..., -1 giymatlarni gabul giladi deb garash mumkin. Shuning

uchun ham bu holda

11



01 278
S:Ze2 “(a,q)=1 (1.1.7)

x=0
yig‘indiga ega bo‘lamiz. Bu yig‘indiga ratsional trigonometrik yig‘indi deb
ataladi.

2). f(X) = X" +a X" +...+a,_X+a, bolib, oy #0, a,...,, 4,0, lar
haqgigiy sonlar va X=Q+1, Q+2,...,Q+ P giymatlarni gabul giladi. Q, P >0
lar butun sonlar. Shunday qilib, bu holda

Q+P
_ 27if (x)
5,= 3 e

x=Q+1
yig‘indiga ega bo‘lamiz. Bunday yig‘indiga H. Veyl yig‘indisi deyiladi.
Ikkala holda ham N soniga S, yig‘indining tartibi deyiladi.
Yugorida biz garagan S, yigindi 1-tartibli ratsional trigonometrik
yig‘indi, (1.1.4) esa 1-tartibli Veyl yigindisi ekan.

Ikkinchi tartibli ratsional trigonometrik yig‘indilarni hisoblash. Ushbu

yig‘indini garaymiz. Bu yig‘indini birinchi bo‘lib K.F.Gauss to‘la tekshirganligi
sababli u Gauss yig‘indisi deb ataladi. S, yig‘indiga go‘shma kompleks bo‘lgan
yig‘indini S, deb belgilasak, u holda

g-1 2max12 g-1 —27ziEX22

S,|" =5, S—Zeq e =

=0 X, =0
g-1 g-1 27zl 27rl
-3 ¢ Ly
%=0x,=0 i Yz

Bu yerda y,, y lar g moduli bo‘yicha chegirmalarning istalgan to‘la

sistemasini gabul giladi. Y, =Y+t debolib t ni y ga bog‘lig bo‘lImagan holda
g moduli bo‘yicha chegirmalarning istalgan to‘la sistemasini gabul qgilsa, y +t (

y fiksirlangan bo‘lganda) ham shu sistemani gabul giladi. Shuning uchun ham
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S, = ZQZez”iq((y“)z‘yz) :Zez”iqtz Yoo (1.1.8)
y+t oy y

Faraz etaylik avvalo g tog son bo‘lsin. U holda (2a,q)=1 va (1.1.1)

formulaga asosan

Zezmzzw _[9,agart/q,
> ~|0,agart+q’
Demak, (1.1.8) ning o‘ng tomonida fagat t =0 bo‘lgan had noldan fargli va

02
9 .q=q, yani |SZ|:\/H. (1.1.9)
Endi faraz etaylik g juft son bo‘lsin. U holda q =20, deb olib (1.1.8) dan

|SZ|2 :e27r

quyidagini hosil gilamiz.
N Y I e O
t y t Y1
Bu yerda Y, o‘zgaruvchi @, moduli bo‘yicha chegirmalarning to‘la
sistemasini gabul giladi. t ning t=0,12,...,q,q, +1,...,20, -1=q-1 giymatlari
orasida fagat ikkitasi t =0 va t =g, lar g, ga bo‘linadi. Shuning uchun (1.1.1) ga

asosan

- ) .a 2 .a
2 271—~0 27[|7q1 271-|7q
S,| :Z[e %o4e M g =2/1+e 2 |-q

Bunda

ezmgql _ |1 agar g, juftsonbo'lsa,
-1, agar g, togsonbo'lsa’

Demak, |S,[* < 4q, = 2q yoki bundan
1S,|< /29 (1.1.10)
(1.1.9) va (1.1.10) dan hamma vaqt |Sz|s\/5 ning o‘rinli ekanligi kelib
chigadi. Agar P > 2- tub son bo‘lsa, (1.1.9) ga asosan
SAENTY (1.1.11)
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o‘rinli bo‘ladi.

1.2-§. n-darajali trigonometrik yig¢indilarni baholash.

Ikkinchi tartibli ratsional trigonometrik yig‘indilarning berilgan oraligdagi

kvadratik chegirmalar va chegirma emaslar sonini aniglashga tatbiqi.

Faraz etaylik, P>2 -tub son, Q(<P) -mushat butun son, R -esa

1,2,...,Q sonlari orasidagi kvadratik chegirmalar soni, N - shu sonlar orasidagi

kvadratik chegirma emaslar soni bo‘Isin. Bu yerda quyidagi teorema isbotlaymiz.

1.2.1-teorema. Ushbu formulalar o‘rinli:

R:9+Q\/Bln P (1.2.1)
2 2
N =%—g\/ﬁln D, (1.2.2)

bu yerda 6 € (-1;1) hagigiy son.
Bu teoremani isbotlashda quyidagi lemmadan foydalanamiz.

1.2.1-lemma. Agar m>1, M,N -butun sonlar vaM < N bo‘lsa, u holda

<minm (1.2.3)

tengsizlik o‘rinli.
Isboti. (1.1.6)-formulada @ = % Q+1=M,Q+P=N debolsak, u

holdaa + m bo‘lgani uchun

x

< 1

N 27z'ia—
2. "
x=M

o2
m

14



_2 va

hosil bo‘ladi. Agarda 1< a S% bo‘lsa, u holda | =
m

m

m _ : :
—<a<m-1 bo‘lsa, uholda [&||=1—-2 -"M=2 pocladi. Shuning uchun
2 m m m
ham juft M lar uchun
m-1 % m-1
0O< LZZE_F Z m :m
a1 9 i a=1 2a a=" 2(m - a) 2
m 2
m my m_ m
2,1 & 1 m|&1l |[&1 2 21 1
x| Yy =+ =— —+| Y —+—|||=m > —+—
;a a_zmﬂ(m—a) 2 ;a Z;a1 m ;a m
2

Ma’lumki, 0< x <1 da

IniJr—X IN@L+x) —In(L— x) = 2(x+%+...) > 2x.
X

Agar bunda 2x :l deb olsak, 1< In 2a+l bo‘ladi. Demak,
a a 2a-1
z 2a+1 2m+1
Q In )
<M ; - 2m—1
Bunda
2 2a+1 . 2m+1 3 .5 7 1 . 2m+1
Zln +In =nZ+InZ+In—+.. +In +In =
= 2a-1 2m-1 1 3 5 -3 2m-1
2m—-1+2 2

In(m—1)+lnm_l (m-— 1)+In[1+2 _J

In(m—1+ 2(m —1) <In mj
2m-1

bo‘lganligi sababli Q@ <mInm ni hosil gilamiz.

Endi 1.2.1-teoremani isbotlaymiz. Buning uchun



yig‘indini qaraymiz. Agarda Z kvadratik chegirma bo‘Isa, x* = z(mod p)
tagqoslama 2 ta yechimga ega. Shuning uchun ham
S=2pR (1.2.4)
Ikkinchi tomondan esa a=0 ga mos hadni ajratib olib S ni quyidagicha
yozish mumkin:
S=pQ+T (1.2.5)

bunda

Endi T ni baholaymiz:

Buning o‘ng tomonida avvalo (1.1.11) tenglikdan foydalanib keyin 1.2.1-
lemmani go‘llasak [T| < p/pIn p ga ega bo‘lamiz. Bundan va (1.2.5) dan

tengsizlik kelib chigadi. (1.2.6) dan ( 1.2.4) ga asosan
R<%Q+%JEMp (1.2.7)

Tushunarliki N =Q—R. Shuning uchun ham (1.2.7) ga ko‘ra

R>%Q—%JBMp (1.2.8)

(1.2.7) va (1.2.8) lardan mos ravishda (1.2.1) va(1.2.2) baholar kelib
chigadi.
Natija. p tub moduli bo‘yicha eng kichik musbat kvadratik chegirma

emas [\/Bln p]+1 dan katta emas. Bu yerda[x] ifoda x ning butun gismini

birdiradi.
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Isboti. Hagigatan ham, agarda Q>\/E|n p bo‘lsa, (1.2.8) dan N >0

kelib chigadi. Bu esa 2,3,...,[\/Eln p]+1 sonlari orasida kamida birta p -tub

moduli bo‘yicha kvadratik chegirma emas mavjud degani.

1.2.2 Yetarlicha katta p lar uchun yuqoridagi natijani yaxshilash

mumkin. endi biz shu bilan shug‘ullanamiz.

Buning uchun bizga quyidagi lemma kerak bo‘ladi.

1.2.2-lemma. Agarn>3 va p tub son bo‘lsa, ushbu

)L |nn+3,5816+2i|n 2+ L
n

21
p<n n
tengsizlik o‘rinli.

Isboti. Ma’lumki, n! da p tub soni

a, :{ﬂ}+{%}+..n{%}, (p*<n),
p p p

daraja bilan gatnashadi, ya’ni n! ning tub ko‘paytuvchilarga yoyilmasi
nl = H p% y
p<n

dan iborat. Bu yoyilmaning ikkala tomonini logarifmlasak

Inn!=> a Inp,

p<n

hosil bo‘ladi.Bu yerda Stirling formulasiga ko‘ra

4

n'= \/ﬂnn%e(fma), 0<@<1,

bo‘lgani uchun
Inn!:lln27z+(n+ljlnn—n+i
2 2 12n
bo‘ladi. Shunday qilib,

nlnn—n+élnn+iln2z+i:2a In p,
2 2 n = "

17



yoki bundan

n(Inn-1)+ —Inn+§ln27z+ﬁ Ya,np (1.2.9)

n =

bu yerda

eon-glepe gz [z e

(1.2.10) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi go‘shiluvchini garaymiz. [x]<x

bo‘lgani uchun

S R

1
7

Inp Inp Inpj
Inp=n = + <
pgl ;p (épz—p pgapz—p

i
p

Inp Ink “Ine
n <0,8In+n| —=<0,84n
p<zzop(p -1) r;zg,k(k—l) ZL 7

bajariladi. Shuning uchun ham(1.2.9) va (1.2.10) lardan

84

n 1 0
—|Inp=n(Inn-1)+=In2zn+—+0,846n. 1.2.11
Z{ } p=n( ) N2+ ) ( )

p<n

e [2}3-43

(1.2.11)- tengsizlik n butun son bo‘lmasdan hagigiy son bo‘lsa ham o‘z

kuchini saglab qgoladi, chunki {%} = {ﬂ

p} va[n]in[n]<nInn.

(1.2.11) danni % bilan almashtirib quyidagini hosil gilamiz:

Bu tengsizliklardan

18



p<n|_ P 6n

n n ny 1. zn 1
—1llnp-2 —|Inp=n|Inn=-In—=—|—-=In—+68| —+042 [n=
Z}pé[zp}p( 2j22(2 j
2

no (l+ijln2+i2+0.42 :nH(ZIn2+i+O.42):1.2472n6’,
2n 6N 6 54

ga ega bo‘lamiz. Bu tenglikning chap tomonining shaklini o‘zgartirib yozib
olamiz. U holda

n n n n n

—(Inp+ ——{—}jln p—2 [——{—}]In p=1.2472n0,
nzip} ;[p p p%; 2p |2p
2 2 2

yoki bundan

D P}ln p+> U, Inp=1.2472n6.

p n
pSE

el

va agar n <E bo‘lsa, U _=0 agarda n ZE bo‘lsa, U_>0
2p] 2 P 2p] 2 P

n
—<p=n
5 p

Bu yerda

Shunday qilib, oxirgi tenglikning chap tomonidagi ikkinchi go‘shiluvchi
manfiy emas. U holda uni tashlab yuborib birinchi qo‘shiluvchida{%}:l

bo‘lgani uchun

> Inp=1.24726n,

n
—<p<n
2|0

ni hosil gilamiz. Bundan esa

S I p:1.24729%, S Inp:1.24720%,..., S Inp:1.24720%.

n n n n n
—<p<n —<ps— —<pPS——
2 p 8 p 4 2k p 2k—l

larni hosil gilamiz. Agar k ni 2% > Inn shartni ganoatlantiruvchi gilib olsak,
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bo‘ladi. Bulardan

1, 1
1 n 2(1_ 2“)
> In p=1.24729(1+—+...+ﬂ+1jn=1.24729 T 242 n=
2 2

p<n

:1.24729(3—%% —3.74160n

(1.2.12)
Endi

tfvent g s}

p<n p<n p p<n

ekanligini e’tiborga olib (1.2.11) va (1.2.12) lardan

”Z —n(Inn—l)%In 27m+§+0.846?1n+3.74166’n

p<n n

yoki

ZInp

= P 2n 12n
Shunday qilib 1.2.2-lemma isbot bo‘ldi.
Endi ushbu lemmani isbotlaymiz:
1.2.3-lemma. Agarh >2vah* < g <h, 0 <a < 1bo‘lsa, uholda
> = | _ip M0 1972480, L
soa P Ing Inh
Isboti. p,., bilan g dan Kkatta eng kichik tub sonni, p;; bilan esa py,; <
h shartni ganoatlantiruvchi eng katta tub sonni belgilaylik. U holda 2.2- lemmaga

asosan

I Izln pk+l .

g<p<h Pk Py In pk+l

Bu yerda
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In pk+i
pk+i

ekanligidan foydalansak va o‘ng tomoniga

17(Py.i) _ n(p.)

=17(Py.i) —17(Pesia)

Inh Ing
ni go‘shib ayirsak
1
—=(n1(Pe) —1(P))- +
gg‘;h p ( it ‘ ) In pk+l
1
+(77(pk+2)_77(pk+1)).—|n o (ﬂ(pk+l) 77(pk+l—1)) np,. =

n(pk)( == jm(pm)( L 1 }+...+n<pk+._l>x
npk+1

In g In pk+1 In pk+2

1 1 1 17(Pe.t) 77(pk)
><(In Py 1N pk+,j+n(pk+')(ln ., In hj Inh  Ing '

hosil bo‘ladi. Bu yerdan

Jn(t)dt n(h) n(9) (1.2.13)
Jtn)? " Inh - Ing -

g<p<h p
bunda
n(t)=Int+4.24160, -1<0<1, t>3
Shuning uchun ham (1.2.13) dan
1

g<p<h p

ndt 424160 , 424160 _

h
j”— +4. 2416¢9j +
, tint (Int) Inh Ing

_in[ M) 4ome0 L L1
Ing MM Inhing

Ing
Bu yerda h® < g < h ekanligini, ya’ni alnh < Ilng < Inh ekanligini
e’tiborga olsak

S Lom ('”hj 12.72486%

g<p<h p n g n

hosil bo‘ladi. Shuning bilan 1.2.3-lemma isbot bo‘ldi.
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Endi bu isbotlangan 1.2.3-lemmani quyidagi teoremani isbotlahga tatbiq
gilamiz.

1.2.2-teorema. Yetarlicha katta p —tub sonlar uchun p —tub moduli

1
bo‘yicha eng kichik kvadratik chegirma emas T = p2¥ (In p)? dan katta emas.

Isboti. Faraz etaylik 1,2,...,T sonlarinig barchasi p- tub moduli

bo‘yicha kvadratik chegirma bo‘lsin. U holda har bir Q =./p(In p)? -dan katta

bo‘lmagan kvadratik chegirma emas T <(q<Q shartni ganoatlantiruvchi tub
bo‘luvchi g ga ega bo‘lishi kerak. Hagigatan ham, har bir kvadratik chegirma

emasning tub bo‘luvchilari orasida kamida bitta kadratik chegirma emas mavjud

bo‘lishi kerak, chunki Lejandr simboliga ko‘ra

SEaEOiGE
P P P p
tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. Shuning uchun ham Q dan katta bo‘Imagan
kvadratik chegirma emaslar soni N quyidagi tengsizlikni ganoanlantiradi:
N< ) PFQ > 1
T<q<Q q T<q£Qq

Bu munosabatning o‘ng tomonida h=Q, =T deb olib 2.3-lemmadan

foydalansak

1
=Inp+2Ininp
N <0In"Q 1 127248.- 2 < Qin % +12.7248 -2 —
InT nQ ——Inp+2Ininp nQ
2\e
) 1+4I|nlnp
Q| = +In NP 1970482
2 1+4\/Elnlnp InQ

Inp
(1.2.14) ning o‘ng tomonida
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l+4Inlnp

| In p _In(1+4lnln p]_ln[1+4\/glnln p)’

n =
1+ 4\/5Inlnp
Inp

deb yozibolib -1 < x < 1da

2 3 n
InQ+x) = x—X—+X—+...+(—1)”‘1X—+...
2 3 n

ekanligidan foydalanamiz. U holda yetarlicha katta p — tub sonlar uchun

2
In 1+4In|np I 1+4\/Elnlnp _ 4Ininp 1(4ininp L
Inp Inp Inp 20 Inp

(4\/Elnln p_1[4\/glnln p]z+_..]_(4_4\/g)lnln p+16e—16(lnln pjzz

Inp 2 Inp Inp 2 Inp

(4_4\/5)Inlnp+16e—16 Inln p 2+
Inp 2 Inp

Ininp 0.001
=—|4Je -4 0
( Ve ) Inp " Inp

bajariladi. (1.2.14) da bundan va Q = /p(In p)? ekanligidan foydalansak
1 (4\/5—4)Inln p

N<Q|-- +25.4si,
2 Inp Inp

hosil bo‘ladi. Ikkinchi tomondan 1.2.1-teoremaga asosan

Q 1
N>=-=.plnp.
> 5 pinp

Demak,

9_i< 1_(4\/5—4)Inlnp +2545i
2 2Inp 2 In p “lnp

Bundan (4\/5 —4)In In p ifoda chegaralangan bo‘lishi kerak degan xulosa

kelib chigadi. Bunday bo‘lishi mumkin emas. Bu garama-garshilik teskari

farazimizdan kelib chigdi. Demak, 1.2.2-teorema o‘rinli.
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1.3-§. Trigonometrik yig‘indilarning berilgan oraligdagi n-darajali

chegirmalar sonini aniglashga tatbigi.

Sonlar nazariyasida g - eng kichik musbat boshlang‘ich ildizni yugoridan

baholash muhim ahamiyatga ega. I. M. Vinogradov va B. I. Segallarning ishlarida

bunday baho mavjud. Ular yetarlicha katta p tub soni va ixtiyoriy ¢ >0 son uchun

g =o(p%+€) ekanligini isbotlaganlar. g uchun olingan bahoda “O” -simvoli

gatnashganligi uchun undan aniq sonli hisoblashlarda foydalanib bo‘lImaydi.

Ushbu ishda g wuchun “O”-simvoliga bog‘lig bo‘lmagan aniglashtirilgan
gs(4"\/6|n p)+1 baho isbotlaymiz. Bu yerda k soni P-1 ning tub
bo‘luvchilari soni.

Faraz etaylik, P=3 tub son bo‘lsin. L bilan p moduli bo‘yicha
1,2,3,...,Q sonlari orasida joylashgan boshlang*ich ildizlar sonini belgilaymiz. Bu
yerda Q<Pp.g shu boshlang‘ich ildizlardan bittasi bo‘lsin. U holda
a=g’(mod p) boshlang‘ich ildiz bo‘lishi uchun (7, p—1) =1 bo‘lishi zarur va

yetarlidir.
Faraz etaylik & soni 1,2,3,...,Q giymatlarni gabul gilsin. Har ganday a ga

y=inda va 0 =(, p—1) soni mos keladi. U holda osonlik bilan tekshirib ko‘rish

mumkinki,
Q
L=> > u@d)= > u(d)S,, (1.3.1)
a=1dd;=5 dd;=p-1
tenglik o‘rinli. Bu yerda
1, agar d=1Dbo‘lsa,

p(d)=4(-1)', agard = p,p,...p, bo‘lsa,
0, agarda p*\d bo‘lsa

tenglik bilan aniglanuvchi Myobus funksiyasi, S; esa & ning d ga karrali
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bo‘ladigan & lar sonini bildiradi. & ning d ga karrali bo‘lishi uchun » ning d
ga karrali bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Shunday qilib, S; bu 1,2,3,...,Q sonlari orasidagi d -darajali chegirmalar

soniga teng. Shuning uchun ham

Sy :%ﬂ?\/ﬁln p
bo‘ladi. Buni (1.3.1) qo‘yib
L=Q > %Jr@a\/aln P,

dd;=p-1
ni hosil gilamiz. Bu yerda o bilan P-1 ning birdan katta sonning

kvadratiga bo‘linmaydigan bo‘luvchilari soni belgilangan. U holda quyidagi

tenglik o‘rinli:

L= (p(pp )0+ 60 /pInp. (1.3.2)

Bu yerda multiplikativ funksiyalarning asosiy ayniyatiga ko‘ra €(n)

multiplikativ funksiya va n= p/* py2....p.« bo‘lsa,

> o) = H(1+e(p)+9(p,)+ +6(p)), (1.3.3)

djn

tenglik o‘rinli, (1.3.3) da N=p-1, 4(d)= ﬂé) deb olib, agar «;, >1

bo‘lsa u(p“) =0 va &; =1 bo‘lganda x(p;) =—1 ekanligidan foydalansak

£ g2

o(p-1)=(p —1)[l—ij(1—ij [1_ij
Py P, Py

p(d) _e(p-1)
d|(;1) d p-1

kelib chigadi.

bo‘lganidan

: (1.3.4)
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bo‘ladi. (1.3.1) dan (1.3.2) ni keltirib chigarishda biz (1.3.4) ni inobatga oldik.

Endi eng kichik musbat boshlang‘ich ildizning tartibini aniglash uchun
bizga, k ning bo‘luvchilari soni 7(K) ning bahosi kerak bo‘ladi.
k=p“ (bu yerda p tub son, «>1-—butunson) va ixtiyoriy ¢>0 soni

uchun

r(k) a+1 2a¢ 2 Inp“ 2 Ink
k* k* _k‘g K Inp In2 ke

deb yoza olamiz. Shuning uchun ham, agar k = p* bo‘lsa,

limZK) _q,

k—o0 kg

(1.3.5)

bajariladi.
Endi umumiy holni garaymiz. k = p/* p;2....p" bo‘lsin. &>0 doimiy sonni

()

tanlab olib, nishatni garaymiz. 7(K) multiplikativ funksiya bo‘lgani uchun

r(k) _z(p?) 7(p’) - 7(p°)
ke e Q€ !

1 2 p:eg
bajariladi. (1.3.5) dan quyidagilar kelib chigadi:

(1.3.6)

a). (1.3.6) ning o‘ng tomonidagi har bir ko‘paytuvchi chegaralangan;

b). har ganday & >0 soni uchun shunday N (o) topiladiki, p“ > N(5)
bo‘lganda (1.3.6) o‘ng tomonidagi unga mos ko‘paytuvchi & dan kichik bo‘ladi;

¢). xususiy holda 6 =1 bo‘lganda, shunday N, doimiy soni mavjud bo‘lib
p* >N, bo‘lganda (1.3.6) ning o‘ng tomonidagi unga mos keluvchi
ko‘paytuvchi 1 dan kichik bo‘ladi.

N, dan oshmaydigan p/*,...pS* lar soni chegaralangan bo‘lganligi sababli
a) va b) larga ko‘ra (1.3.6) ning o‘ng tomonidagi ixtiyoriy sondagi
ko‘paytuvchilarning ko‘paytmasi biror ¢ doimiy sonidan kichik bo‘ladi.

Ikkinchi tomondan esa, yetarlicha katta K > N () lar uchun hech bo‘Imasa

Pt pP,2....p" lardan birortasi N( j dan katta bo‘ladi. b) ga ko‘ra (1.3.6) ning
Cc
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o°‘ng tomonidagi bunga mos bo‘lgan ko‘paytuvchi o dan kichik bo‘ladi va (1.3.6)
C

ning o‘ng tomoni & dan kichik bo‘ladi. Bulardan
() _,

ké‘

lim

k—>00

kelib chigadi. Bundan keyin biz 7(k) <¢,(¢) - £* bahodan foydalanamiz. Bu yerda

1

2
cl(g):(lj deb olish mumkin. Lekin [12] da ¢,(¢) uchun yanada anigroq
&

giymat

(1.3.7)
olingan. 7(K) uchun topilgan bahodan foydalanib, Eyler funksiyasi @(K) uchun

ham baho olish mumkin.

ﬂ@=k@—£J@—iqmp—ggzk#
pl pz p| 2

Lekin, 2' bu p.p,...p, sonining bo‘luvchilar soni bo‘lgani uchun

Tushunarliki,

2' <7(k) <c,(¢)k’. Shuning uchun ham (k)= K > 2

Y )kl-g. Bu yerda ¢>0
&

ixtiyoriy fiksirlangan son bo‘lib C esa fagat & ga bog‘lig doimiy.

Endi

INEY

o=r(p-D<a|£](p-1)

va

27



pp-D, 1 (p-D*_ 1 . n%
O )
‘4 "\ 4

ekanligini e’tiborga olib, (1.3.2) formuladan

L> Q (p—l)_g—c1 ¢ (p—l)i\/ﬁlnp
q( ) (4)

5

4
tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Agar bu oxirgi tengsizlikda
Q=ci(£](p-1Vpinp

deb olsak L >0 bo‘ladi. Budeganso‘z 1,2,3,...,Q sonlari orasida hech bo‘lmasa

bitta P =3 modul bo‘yicha boshlag‘ich ildiz mavjud degani va demak, P =3

moduli bo‘yicha eng kichik musbat boshlang*‘ich ildiz
g SCf(%)(p—l)“\/Eln p, (1.3.8)

shartni ganoatlantiradi.

I. M. Vinogradov va B. I. Segallarning ishlarida esa yetarlicha katta p va

ixtiyoriy &>0 son uchun
Lie
g:O[p2 ] (1.3.9)

ekanligi isbotlangan edi. (1.3.8) va (1.3.9) baholar tartib jihatidan bir xil bo‘lsada

g

(1.3.8) da berilgan p va ixtiyoriy £>0 son uchun cl(zj ni aniq hisoblab g

uchun aniq chegara ko‘rsata olamiz, lekin (1.3.9) da bu ishni gilib bo‘Imaydi.

Shuningdek (1.3.8)-tengsizlik barcha P =3 tub sonlar uchun o‘rinli. (1.3.2)

formulada va o ning ta’rifidan foydalanib P =3 modul bo‘yicha eng kichik
musbat boshlang‘ch ildiz uchun yugoridan baho olish mumkin. (1.3.2) da o bu

(p—1) ning tub bo‘luvchilari soni, shuning uchun ham, agar (p—1) ning
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kanonik yoyilmasi

p—1=ppy2....p¢
bo‘lsa, u holda

t(p-1) = (o +D(a, +1)...(, +1)
bolib o=2" boladi.
Shuningdek,

o(p-1)=(p —1)(1—i][1—ij....£1—ij >(p —1)ik
Py P, P 2

ekanligini e’tiborga olib (2) dan
L>2*Q-2/plnp, (1.3.10)
ga ega bo‘lamiz.
Endi, agar Q= (4*/pIn p)+1 deb olsak, L >0 bo‘ladi va demak bundan
(1.3.8) dagi singari
g<@/pinp)+1 (1.3.11)
degan xulosaga kelamiz, (1.3.11)-formula sodda bo‘lsada undan foydalanish

uchun (p—1) ning har xil tub bo‘luvchilari sonini bilish kerak. Agar (p—1)

ning tub bo‘luvchilari soni aniq bo‘lmasa, u holda (1.3.8) dan foydalanish

ma’qulroqgdir. (1.3.8) dan foydalanganda Cl(%j ning qiymatini (1.3.7) tenglikdan

foydalanib hisoblash yaxshi natijaga olib keladi.
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| bob uchun xulosa

| bobda birinchi darajali va ikkinchi darajali trigonometrik

yig‘indilarni atrioflicha o‘rganildi va baholar olindi.

Ushbu
m-1 Zﬂi%
S;=>e "
x=0

yig‘indini gqaraymiz. Bunda @ — butun son, M -natural son. S,
yigindidagie*™* = cos27& +isin27& ko‘rinishdagi funksiya davriy bo‘lib
uning davri 1 gateng, ya'ni €27 =g?™< . g2 = g2

Bundan agar X=y(modm) ya’ni X=Yy+mt,teZ bo‘lsa, u holda

27[i% ZHiM 27— 27—

e M= M =g Mm.p™=pg

ekanligi kelib chigadi. Agarda S, yig<indida @ soni M ga bo‘linsa (/M) u

holda a=mt va

m-1

S, =) ™ =1+ 4 ¢ 1M 1414 +1=m,

x=0

boladi. Agarda S, yig‘indida @ soni M ga bo‘linmasa (@ m), u holda

272":1 —_
S;=1+e ™+..+e = ——= — =
27— 27i—

Shunday qilib,
1 54%  [m,agara/m,
51=Ze2 "= ’
e 0,agara+m

ekanligini isbotladik.
a1 24i%x2
S,=).e % ,(aq)=1 ushbu ikkinchi darajali yig‘indi uchun quyidagi

x=0

bahoni oldik (1.1.9) va (1.1.10) dan hamma vaqt |Sz|s\/ﬁ ning o‘rinli ekanligi

kelib chigadi
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11-BOB. NATURAL SONLAR BO‘YICHA OLINGAN
TRIGONOMETRIK YIG‘INDILARNING ADDITIV MASALALARNI
YECHISHGA TATBIQLAri
2.1-§. Veyl teoremasi va uning tatbiglari
Veyl yigindilarini ko‘rib chigishga o‘tamiz

Q+P .
S, = Z e f(x)= a X"+ X"+ ta, X+a, . (21.1)
x=Q+1

Bu yerda Q - butun son, P -musbat butun son, &, &;,...,&, ;, &, -ixtiyoriy
hagigiy sonlar, N>2 . Ushbu yig‘indi uchun biz birinchi navbatda bitta
tengsizlikni olamiz, uning yordamida biz yetakchi & koeffitsiyentining ratsional
kasrga yaqinlashish xususiyatiga garab yakuniy bahoni topamiz.

Bu tengsizlikni chigarishda biz F(x) funksiyaning chekli ayirmasi
tushunchasidan foydalanamiz. Ifodalar
AF()=F(x+y)-F(x)
AAF(X)=AF(X+Y,) —%F(x)

Y2 Y1 Y1

AAAF(X)=AAF(X+Y,)—AAF(X)
Y1 Y2 Y1

Y3 Y2 Y1 Y2

Bu yerda Y,,Y,,Ys...- ixtiyoriy sonlar, mos ravishda, F(x) funksiyaning
birinchi, ikkinchi, uchinchi va hokazo tartibining chekli ayirmasi deyiladi.

Ko‘pincha k - tartibidagi chekli farq oddiygina k — ayirma deb ataladi. f(x)
yugorida aniglangan ko‘phad, degan faraz ostidagi birinchi f(x) ayirmani
topamiz.

Bu holatdan

M) =a(X+Yy)" +a(X+y) "+t a, — (X" + X"+t X+a)=
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Ha,,(X+Y;) —a, X=

n(n -1 yeax" + ..+ (n=1)y,ax " +...

n(n-1)
1

=ny,ax"" +

=ny,ax"" + yl( y,o + (N —1)ozljx”‘2 +...
=(a(x+Yy)" —ax") + (e, (X+ y)" —a X" )+t o, — (X" + X"+ +
(2.1.2)
Demak, n-darajali ko‘phadning yetakchi koeffitsiyenti & bilan birinchi
ayirmasi, yetakchi koeffitsiyenti any, bo‘lgan (n —1)-darajali ko‘phaddir. Bundan
foydalanib, N darajali ko‘phadning yetakchi koeffitsiyenti & k -ayirmasi, n—k

darajali ko‘phad yetakchi koeffitsiyenti any, ekan. k=n-1 da yetakchi
koeffitsiyent & bilan biz(n-1)-ayirmasi X koeffitsiyenti an'y,y,...y,, ga teng
bo‘lgan x ning chizigli funksiyasi ekanligini topamiz.

(2.1.2) da ko'rishimiz mumkinki, birinchi ayirmaning barcha
koeffitsiyentlari y; ko‘paytuvchini 0z ichiga olganligi kelib chigadi. Shuning
uchun k -ayirma koeffitsiyentlarining har birida ko‘paytuvchi sifatida

Vi, Y51 Y3 Y -Ko‘paytmasi borligini xulosa gilish oson.

Quyida biz Koshi tengsizligidan foydalanamiz. &,¢,,&;,..., &, ixtiyoriy
hagiqiy sonlar bo’lsin. Bundan
(G+&E+&E++&) =m(E+&+ & +..+ &)
Quyidagi tengsizlikning o‘rinliligi kvadrat tenglamaning ikkita haqiqiy
ildizga ega bo‘lishi mumkin emasligidan kelib chigadi:
(Z+E)V+(Z+E) +..+(2+E& ) =
=M+ 2(E+E+E+ L AEVIHE +EEHE +.+E=0.
Shuning uchun uning diskriminanti
HE+E+E++E) —am(E+ &+ & +..+ &),
musbat bo‘lishi mumkin emas.
Veyl yig‘indilari uchun ko‘rsatilgan tengsizlikni chigarishga o‘tamiz.
Bizda quyidagi amal bor
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|S|2 _gS = Qf p27if (%) _ fo fo 27 (F (1)-1 ()
X=Q+1 X=Q+H. X,=Q-1
Keling, almashtirish kiritamiz
X =X+ Y.
X, va X, ni go‘shganda Q+1LQ+2,...,Q+P giymatlari bir-biridan mustaqil
ishlaydi, keyin X,+Y, va X, quyidagi shartlarni ganoatlantiradigan butun son
giymatlarni gabul giladi.
Q+1<X,+y,<Q+P, Q+1<x,<Q+P.

Shunday qilib, Y, quyidagi shartni ganoatlantiradigan barcha butun

giymatlarni gabul giladi
-P+1<y, <P-1,

va bu giymatlarning har biri uchun
Y; =20 bo‘lganda Q+1<Xx,<Q+P-y,
Y, <0 bo‘lganda Q+1-y, <X, <Q+P

shartni ganoatlantiradigan barcha butun son giymatlari oladi. Shunday

qilib, Y; ning har bir giymati uchun X, butun sonlarning P tadan ko‘p bolmagan

ketma-ket giymatlarini oladi, deb aytishimiz mumkin.

o RE QR 2diatee) BB 2xiaf(x)
o= 5 S e § S
yy=—P+1%,=Q;+1 Y1=—P+1|%=Q+1

Bu yerda Q; va P1 Y, ga bog‘lig va har bir P; musbat va P dan oshmaydi.

Koshi tengsizligini oxirgi munosabatga go‘llasak

Pl | QR 27iA f(x,) Pl | QR 27i(A f(x)-A f (%))
|S|4§(2P—1) Z z e * ’ =(2P -1) Z woow
Vi =—P+1|x,=Q;+1 y1=—P+1|X3=Q; +1

X, =X; + Y, almashtirish kiritib va yuqoridagidek fikr yuritib topamiz

P-1 P QR 27ialAf(x) Pl Rl QP 27iAAf(x)
‘S‘4£(2P_1) Z Z Z e vk v k+1 :(2P—1) Z Z Z g en 3 <
yi=—P+1 X1 =Qy+1 Y1=—P+ly,=—R+1x3=Q,+1
P-1 Rl | QP 27iAAf(x)
(2P—1) Z Z g en :
Y1=—P+1y,=—R+1|%3=Q,+1
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Bu yerda Q,vaP,,y, va Yy, ga bog‘lig va har birP, musbat, P dan
oshmaydi. Ushbu jarayonni (k <n-1)-marta go‘llagandan so‘ng quyidagini
topamiz:

Sf <P 3 .S S MO

Vi==P+1  Y=—B 11X =Q+1

P-1 Rl

<@EP-1F* YL

h=-P+l y=-R_-1

QR 27iAAf(x)
¥k y1

€

X 1=Q +1

Buyerda Q va P, lar y,V,,... Y, gabog‘ligva har bir P, mushat va P

dan oshmaydi. Xususan, k =n—1 uchun olamiz

P-1 I:,n—z_:l-

SfT<@EP-p7 Y LY

y1:7P+1 yn—lzfpn—erl

Quatha 27 A .AT(x,)
e ¥n-1 V1

Xn :7Qn—1 +1

Lekin a ..af(x ) birinchi darajali ko‘phad bo‘lgani uchun X yetakchi

Yn-1 VN1

koeffitsiyenti an'y,...y, , bilan, keyin

P-1 Pn—z_l

SfT<@EP-p? Y LY

y1:7P+1 yn—lzfpn—erl

Quatha 27 A .AT(x,)
e ¥n-1 V1

Xn :7Qn—1 +1

Yoki

on-t P Pt 1
S| <@P-p* " > . > min[P j

n-1?
Yi=—P+1  y =P+l 2(anly;...y, 4)

e S LS min( L )

P,
Py P 2(anty,...y, 1)
Y;--- Y. ko‘paytma nolga aylanadigan o‘ng tomondagi go‘shiluvchilar

soni quyidagi ifodadan oshmasligini tekshirish oson.

1+ (n=1)(2P -1) +%(2P—1)2 T

+(n-D@2P-1)"* <2 (2P -D".
Biz har bir bunday hadlarni P orgali almashtiramiz. Qolganlar
qo‘shiluvchilar har biriga yig‘indilar Y;...Y, ; ko‘paytma ishorasiga bog‘liq emas

2"~

IS <@P—1? " "2 2P —1)"2 - P+
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V1=l Ypa=l , 2(ar] I yl' . 'yn—l)

n-1 Nt e P P . 1
<22 MR PT APy L mln[P, ]< _
[[ ;:1 ynzlzl Z(Qn!yl"-yn_l)

Bu ifodaga e’tibor garatsak

o P-1 P-l 1
+(2P-1)* ".2" > min| P <

n-1 n-1
22 +n-3 < 32

Kerakli tengsizlikni topamiz:

n-1 n-1 n-1 n-1 P P
Sf <3 LPZ GLprYy Y min[P - j<] (2.1.3)

i 2(anty,...y, )

Veyl yig‘indilarning yakuniy bahosini topishga o‘tishdan oldin,
V.Y, Y5y, =M (2.1.4)

Bu yerda Y,,Y,,Ys..., Y lar butun son, k>2.

Noma'lum tenglamaning yechimlar soni T uchun M ga bog‘lig quyidagi
ifoda o‘rinli boladi

T=0(M?),

bu yerda & ixtiyoriy kichik musbat doimiy. Darhagiqat, (2.1.4)

tenglamani ganoatlantiruvchi Y, Y,,..., ¥, sonlarining har biri M sonining

bo‘luvchisidir. Shuning uchun bu sonlarni har birining mumkin bo‘lgan

giymatlari soni quyidagicha bo‘ladi;
(M) =0(M*).
Shuning uchun (2.1.4) tenglamaning yechimlari soni

T=O(MK Y=0(M"),
ifoda bilan aniglanadi.
Quyida biz N ni doimiy son deb olamiz. Bundan tashqari,

biz ba’zan A=0(B) o‘rnida A<< B yozamiz.
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(2.1.3) ifodadagi n'y,...y., natija N!P"* dan oshmaydigan butun
giymatlarni gabul giladi va ko‘rib chigilayotgan ifodaning har bir giymati
quyidagi natijadan ortigq bo‘Imaydi

T =0(P%)

Bu yerda & musbat doimiy. Shuning uchun,

1 n-1 n-1 n!pn_l - 1
s <P T+ P? ") min| P,—— (2.1.5)
| 2™ P ay)
Ratsional kasr yordamida & sonining yaginlashuvi quyidagi ifoda bilan
aniglanadi.
a:§+q_12’ 9>0, (a,q)=1[1<A, A>1 (2.1.6)

Ma’lumki, har ganday hagigiy son uchun 2 shartni ganoatlantiradigan
q

cheksiz sonli kasrni topish mumkin, A =1bo‘lsa ham. Biz (2.1.5) ifodaning
o‘ng tomonini gisman yig‘indilarga ajratamiz, shunda har bir bunday yig‘indida
(oxirgisidan tashqari) y ketma -ket q giymatni oladi, va oxirgi ifodada y
ketma-ket g dan kam giymatlarni gabul gilishi mumkin. Ushbu orgali gisman
yig‘indilar soni quyidagi ifodadan oshmaydi,

{”!P“}l:o(w +1j (2.1.7)

q q

va har biri quyidagi ko‘rinishda keladi:

Bu yerda R ifoda 0,0,20,..., giymatlarni oladi va biz gisman yig‘indilarni
bir xil shaklda deb taxmin gilishimiz mumkin. Chunki shartlar sonining
ko‘payishi bilan yig‘indi fagat ortishi mumkin. Y =R+ So‘zgartirish kiritish

orgali, quyidagiga ega bo‘lamiz



Ammo R« soni ganday bo‘lishidan gat’iy nazar
Ra:E+QJﬂ<1
qa q

ifoda ganoatlantiradigan b butun sonni tanlashimiz mumkin. A songa garama

garshi @ son bor deb tahmin gilish mumkin. Oxirgi ifodadan va (2.1.6) dan

(Ra+as):£9+g+§+i§j:
a 9 g ¢

(2.1.8)
g

q

as+b+ﬁ+¢9
_( q

M9+QAJ

Bu yerda V(S) g modul bo‘yicha as + bning eng kichik musbat
chegirmasi va |6,| <1.(a,0) =1 bolgani uchun as+b S bilan g modul
bo‘yicha to‘liq chegirmalar sinfini tashkil giladi. Shuning uchun V(S) har bir
yig‘indida L ifoda 0,1,...,—1 giymatlarni, fagat bir marta gabul giladi. Bunda
q>4A+1;

Va v(S)—A<v(S)+O0.A<v(s)+A,

2A<V(S)<g-2A (2.1.9)
Shartni ganoatlantiruvchi V(S) lar uchun quyidagi ifoda o‘rinli bo‘ladi
(Ra +as) > min[v(s)_A,q_V(S)_Ajz min(v(s)’q—v(s)].
q q 2q 2q
Shuning uchun L yig‘indining har bir ifodasini, (2.1.9) ifodadagi shartni

ganoatlantiruvchi V(S) giymatga almashtirishimiz mumkin

max[ 29, 2 };
v(s) a-v(s)

Endi L yig‘indining har bir ifodasini, shartni ganoatlantirmaydigan

giymatga almashtiramiz. Chunki ko‘rib chigilayotgan yig‘indining shartni
ganoatlantirmaydigan V(S) shartlari ham mavjud bo‘ladi. Bu shartlar 4A +1 dan

ortig emas va almashtirishdan so‘ng quyidagi ifodaga ega bo‘lamiz,

37



29 . 29 .
LS(4A+1)P+2quaxEV(S),q_V(S)j,

bu yerda V(S) (2.1.9) ifodani ganoatlantiruvchi barcha giymatlarga tegishlidir.
Bu yerdan esa biz
2|

L<(4A+1)P+2q-25 L =O(AP + glogq)
1%

v=2

ifodaga ega bolamiz.
Oxirgi munosabat shubhasiz o‘rinlidir. Bunda 0 <4A +1 bo‘lganda har bir L

yig‘indi uchun giymat R ya’ni haqgiqiy giymatga teng bo‘lmagan holatda va

n-1

(2.1.5) ifodaning o‘ng tomonini & =[ +1] ga teng giymatidan

quyidagini topamiz,

2n

-1 n-1 n-1 n-1
IS|” <P? +P? ngl(AP+qugq)(P +1j
q

yoki

S| <p? ity p? e (A + 3 I(;g | j& " P:rl;—l j (44)

Yana shuni ta‘kidlash lozimki, biz q<P" shart uchun ko‘rib chigishimiz
lozim, chunki ifodaning o‘ng gismida P" P>"*...; shuning uchun biz
logq= O(P) ga egamiz, bu yerda &, ixtiyoriy noldan katta musbat son. Ushbu

& + &, =2n-1 tenglikdan quyidagiga ega bo‘lamiz,

Ry
P\q P

2—n+l

(1+¢) qyl, 1
S|<P [(A+ Pj(q + P“D (2.1.10)

yoki yakuniy

ga ega bo‘lamiz.

38



Veyl yig‘indisi uchun topilgan taxmin fagat A tartibi g tartibidan past
bo‘lganda foydali bo‘ladi. Shu bilan birga bu ifoda ko‘pincha 4 =1 giymat
uchun ishlatiladi. Bu holda q ning giymati ahamiyatsiz emas. { ning tartibi
yugori bo‘lsa P dan past bo‘lsa, 1935 yilda I.M. Vinogradov Veyl yig‘indisi
uchun yangi usulni topdi, u n >13 bo‘lganda maksimal chegarani beradi.

(2.1.10) ifodaga asosan maxrajdagi g giymatni quyidagicha
ifodalashimiz mumkin,
P <q<cP”

Qachonki O<N<1a va giymat >1 doimiy son bo‘ladi. L=1 bo‘lgan
holatida ifoda quyidagi ko‘rinishga keladi,

S << P“g(l+£+in]
q P P

Z—I'H-l

Agar,
P <q<P,
bo‘lsa,
S << P prtme™
bo‘ladi yoki,
S << pr2 et
Agar,
P<q<P",
bo‘lsa,
S << PP PEET
bo‘ladi,
P <q<cP",
bo‘lsa,
prtY
S << P¥¢ [—n] << PF2
P
bo‘ladi.
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Shunday qilib bizning ifodamizda har doim

S << P
o‘rinli bo‘ladi deb taxmin gilamiz.

Veyl usulidan foydalanib Lo-Ken Xua (1938) lemmasini isbotlaymiz,
bu bizga muhim va bir-biridan gizigarli masalalarni yechishda yordam beradi.
Avval Xua Lo-Ken lemmasi I.M. Vinogradov tomonidan isbotlangan. Shu bilan
birga 1.M. Vinogradov lemmasi n>13 holat uchun Xua Lo-Ken lemmasiga
garaganda anigrog, n <13 holat uchun anigligi nisbatan pastroq hisoblanadi.

Xua Lo-Ken lemmasi. Noaniq tenglamaning K yechimlari soni

n n n n
X X =X, e Xy

— sl

bunda X,...,X,, migdorlar

1<x <P,.., 1< X < P,
tengsizlikni ganoatlantiradi va s=2"(k=1,2,...,n) holatida

K =O(P? ),
ifoda o‘rinli bo‘ladi.
k =1 holat uchun lemma natijasi ma‘lum. Buni to‘liq induksiya usulida
isbotlaymiz. Buning uchun unga analitik ifodani berish foydalidir.
Ma’lumki, agar Z fagat butun giymatlar gabul gilsa, u holda

! {1, agar z=0

jeZHiZada =7
S 0,agar z=0

o‘rinli bo‘ladi.
Shuning uchun buni tekshirish oson, chunki

P P
K = ZZ eZ;ri(x1”+...+xs”—xs+1”—...—x25”)ada

%=l Xps=l1

yoki,
1
K =j|3(a)|25da,
0
bunda

S(a) =3 el
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ifodaga teng bo‘ladi.
Bundan kelib chigib ko‘rib chigilayotgan lemma quyidagi
munosabatga ekvivalent degan hulosaga kelamiz

JIs@f da=0(p?*+)

0
bunda k=12,...,n bo‘lishi lozim.

Vinogradov lemmasi. Agar P>1, n>1 v = l Z — hagiqgiy son bo‘lsa,
n

u holda integral
1 F |
J :J'e2mzy dy,
0

ko‘rinishga ega bo‘ladi va bunda,
MEY4
gachonki,
P, agar |z|<P™"

) \/§|z|_v,agar|z|>P‘”’

ifoda bajarilganda o‘rinli bo‘ladi. Buning uchun |z|>P™" ko‘rib chigish

kifoya, Zbunda istalgan son bo‘lishi mumkin. shu bilan birga 2zyn=uU deb
belgilash kiritib olsak, u holda,

T T
J=U+iV; U =.[(p(u)c057zudu, Vv :jgo(u)simzudu,
0 0

Vuv—l
T =2zP", u)=
p(u) 22y

T > 2,

keling U ni integral yig‘indisiga quyidagicha ajratamiz,

yig‘indi S ning k-hadi ko‘rinishiga ega
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k—%ﬂ
I @(u)cos zudu.
kL
2
Bundan tashqari yig‘indi S ning oxirgi t hadi uchun 0<t <1, golgan
barcha hadlari uchun esa t =1 tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Keling almashtirish kiritamiz, bunda
u=k—1+w
2
bo‘lib, yig‘indi S ning k -hadi ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi,
t 1 k t
.[ (k——+vjc057{k——+vjdv .[ (k——+vjsmﬂvdv
0 0
o(U) funksiya kamayuvchi bo‘lganligi sababli, oxirgi tenglikdan xulosa
gilamizki, S yig‘indining hadlari ularning mutlaq giymatidagi son ortishi bilan
kamayadi. S yig‘indisi shartlarining belgilari almashishini ham ko‘rib, shunday
hulosaga kelamiz,

S| < || ¢(u)cos zzudul,

shuning uchun,

3 1 3
2 2 2
U £J¢(u)005ﬁudu +[S| < | ¢(u) cos zudu + Igp(u)comudu <<
; ’ ;
-2
v
2 u
<< jgp(u)du ={| — =z,
0 21

V ni integrallar yigindisi shakliga keltirilsa,

V:l' +j- +...+j ,

1 Il

biz ham huddi shunday gabul gilamiz
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V|<z™

va

|J|=\/U2 FV2 <z 4z =227,

yakuniy ko‘rinishga keladi.

2.2-§. Veyl teoremasi tipidagi teoremalarning Varing masalasiga
tatbiqi.

f(X) = X +a, X" +..+ax+a,—K, (k> 2) darajali hagigiy
a, =a,q,_,...,a,a,koyfisentli ko‘phad va

S(f)=>e(f(n)) (2.2.1)

n<P

bo‘lsin. U holda Veyl tengsizligiga ko‘ra (a,q) =1, ‘a - aq’l‘ <q?
bo‘lganda
S(f)<<P"* (q‘1 +P P )Zl_k (2.2.2)
bajariladi (R. Von [13] dagi 2.4-lemma). Bunda & ixtiyoriy musbat son,
Vinogradov simvoli << dagi doimiy K va ¢ >0ga bog‘lig.
2.2.1-teorema. Agar k >6, a =aq ™ +z,(a,q) =1 |z|]<q? va ¢,_, =0

bo‘lsa, u holda

4,
S(f)<< Pl*‘g(on‘lq‘l +P7+ qzoP"‘)32 , (2.2.3)
bajariladi. Bunda z, = max (1; P* E)}
Bu yerdan, xususiy holda
4«
S(f)<<P* (q‘1 +P qP‘k)32 , (2.2.4)

ekanligi kelib chigadi
(2.2.4) baho P®<q < P“®bo‘lganda (2.2.2) dan yaxshi. Shuning uchun ham
(2.2.3) baho Veyl bahosi (2.2.2) dan kuchlirog. Shuningdek, 2.1.1-teorema ilgari
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l. M. Vinogradov tomonidan S(f) yig¢indi uchun olingan bahodan 6 <k <11
bo‘lganda kuchlidir.

Bu teoremani {f(n) } ketma-ketlikning kasr gismlarining tagsimlanishini

baholashga va sonlar nazariyasining ba‘zi bir trigonometrik masalalarini
tekshirishga tatbiqg etish mumkin.
Xususan (2.2.3) bahodan k >6 bo‘lganda

PR
[f(n)||<n 3 .
Tengsizlikning cheksiz ko‘p natural yechimlarga ega ekanligi kelib chigadi
(I.Allakov[14,15]).
Bu natijalar B. R. Heath-Brown [16] natijalarining ko‘phadlar uchun

umumlashtirilganidir.
2.2.1-teoremaning  isboti.  f(X)= X"+ X" +..+aX+a,
ixtiyoriy k>6darajali haqiqiy koeffisiyentli ko‘phad bo‘lsin. (2.2.3) bahoni
isbotlash uchun avvalo
A (F(x))=f(x+h)-f(x=h),
dan foydalanib matematik induksiya metodi bilan ixtiyoriy J,0< j<k
natural soni uchun

|S(f)|2j < 9?1p2-it Z Z

hf<P/2  h;<P/2

2-e(4;(n)

nEIJ

. (2.2.5)

Tengsizlikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Bu yerda

L,.=1(N)<[LP], 1, =1(h,.sh) <1, =1 (h,.h, )va
A (M) = Ay, (F(0)).

]=0 bo‘lganda (2.2.5) tengsizlik o‘z-o‘zidan tushunarli. Endi faraz etaylik,

(2.2.5) tengsizlik biror ] uchun o‘rinli bo‘lsin, u holda uning j+1 uchun ham

o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
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2. e(4;(n)

nelj

<D e ()}

i=0,1|nel;
n=i(mod 2)

Bo‘lganligi sababli Koshi tengsizligidan

N

>

i=1

< lei\x\m.
i=1

Ko‘rinishida foydalanib quyidagi tengsizlikka ega bo‘lamiz:

S(F) <22 epan

> 3| Y e )| <

h<P/2]  |h;<P/2|i=01|nel,
n=i(mod 2)

(2.2.6)
<227 2pP P2 N N NS ea, ()] -
I<P/2| h;<P/2i=01|nel,
n=i(mod 2)
Bu yerda
2
2 2 e )| = > e(A;(m)—A;(n) =
i=0,1 nelj i=0,1 m,nelj
n=i(mod 2) m=i(mod 2),n=i(mod 2)
= > e(AM-AM)= D D e, (r+h)-A(r-h)=
m,nel; ‘hj‘<P/2relj+1
m=n(mod 2)
‘ Y. D e () 1, ={rrthel} (2.2.7)
hj|<P/2 relj,

(2.2.6) va (2.2.7) lardan

Z e(A j+1(r))

rEIj+1)

‘S( f )‘2“1 < 221+1_1 szjz( Z Z

Ihjl<Pr2  |hy|<P/i2 |hy,o|<Pr2

J.

Ekanligi ya’ni (2.2.5) tengsizlikning j+1 uchun o‘rinli ekanligi kelib
chigadi.
Shunday qilib, (2.2.5) tengsizlik ixtiyoriy ] natural soni uchun o‘rinli

ekan.
Endi, (2.2.5) tengsizlikda j=k—3 deb olib,
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A s(N)=A, A, (F(N),
ni garaymiz. Bu yerda
(x+h)* = (x=h)* =2h(Cx"* + C2x°n* + Cx*°h* +...) =
— 2h kxk—l + Z Ck2l+1xk—2l—1h2l ’
Jsls%(k—l)

va

ekanligini e’tiborga olsak,

1< 1)

A(f(Q))=a-2h ke > CAixkRn |y
a<tk-
2

+a - 2h| (K=D)x 2+ > CHXH2h? |+
]sls%(k—Z)

< -3)

+ak72.2h (k_z)xk—3+ Z Ck2|+1Xk—2|—3h2| "
Lls%(k

+..+a, - 4dhx+a, - 2h,

bo‘ladi. Shuning uchun ham
Ay A, (F(X) = 22 hl...hk_3{a(% kIx®+ axj +

+ak_1(%(k ~DIX + bj+ak_2(k —2)IX+a,_C}= (228)

= 2k‘3h1...hk3{%k la, X° + %(k ~Dlg, X+
+Haoa+a, ,(K-2))x+ (o, b+, C)},
deb yoza olamiz. Bunda &, b, C-butun sonlar

(2.2.5) va (2.2.8) lardan

‘S(f)‘zh1 << P72 > oD

[n[<P/2  |h_5l<P/2

z e(2" 3 x

nei,_s
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xfll...hkg(%k!ans +%(k Dl + (e + K- 2)!)nj, (2.2.9)

kelib chigadi. Bundan keyin (2.2.9) bahoda ¢, , =0 deb olamiz.
U holda

‘S( f )‘ZH << P2k

|n|<P/2  |h_sl<P/2

z e(2"3 )%

nely_s

xh..h, (%k!om3 ++Ha o+ (k- 2)!)n) I (2.2.10)

hosil bo‘ladim m-butun soni uchun L(m) =[mP~®; (m+1)P~*] va x haqiqiy
soni uchun XeL(m) bajariladigan butun sonni m=m(x) deb belgilaymiz.

Shuningdek, L(x)=L(m(x)) va

T (X) = max
Y,z

> e(yn®+1zn)

nel

Belgilashlarni kiritamiz. Bunda I bilan [1; P] intervalning biror gism
intervali belgilangan, Y o‘zgaruvchi L(M) da, Z esa [0;1] intervalda o‘zgaradi.

Bu yangi belgilashlardan foydalanib (2.2.10) dan

S(f )\2’” <P7H2 N N T(akh.h ), K = Lo (2.2.11)
hi<Pi2 |h g2 6
ni hosil gilamiz.
Endi h=Khh,..h_, deb olib va (2.1.11) ning o‘ng tomonida h=0
hadlarning hissasi << P** bo‘lganligi hamda h ni yugoridagi ko‘paytma
ko‘rinishida ifodalashlar soni <<z, ,(h) <<h® << P® ekanligini e‘tiborga olsak,

(2.2.11) dan

IS(f )\ZH << PZ71y PZkBk*2+gZR:T(ah), R = KP*3,

h=1
ga ega bo‘lamiz. Bu bahoning ikkala tomonini 6-darajaga ko‘tarib Gyolder
tengsizligini go‘llasak, quyidagi bahoga ega bo‘lamiz.
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k-2 k-2 k-2 R °
‘S( f )‘3—2 << P3276 | P32t -bks12i6e (ZT (ah)J <<

h=1

R R
k-2 k-2 k-2 k-2
<< P3-2 -6 + P3-2 76k+12+68R671§ TG( h) << P3-2 -6 + P3-2 —k-3+6¢ 2 TG( h)

h=1 h=1

(2.2.12)
(2.2.12) ning o‘ng tomonidagi yig‘indini baholash uchun D.R.Heath-
Brown[16] dagi quyidagi lemmalardan foydalanamiz :

2.2.1-lemma. Ixtiyoriy &> 0 soni uchun
> T(MP?)° << P™
*1

baho o‘rinli.

2.2.2-lemma. Agar o =aq ™ +2, (a,q) =1 valz|<q™ bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy haqgiqiy u va O<A<% sonlari uchun

{h<H:|ah—p|<A}<4@+09A)1+qH) (2.2.13)
va
{h<H :|ah— 4| < A}<8@1+q|z| " A)L+qlz|H) (2.2.14)
tengsizliklar o°rinli.
Bular mos ravishda D.R. Heath-Brown [16] dagi 5 va 6- lemmalardir.
Endi, 1-lemmani go‘llab (2.2.12) dan

IS(f )‘3'2“2 << P30 4 p3T T kiaTe max F(m), (2.2.15)
ni hosil gilamiz. Bunda
F(m)={h<P:ahe CJ L(m+ P} <{h <R:[|leh —mP || <P},
H =R=KP*? A=P~ bo‘lganda (2.1.13) va (2.2.14) lardan mos ravishda

F(m) << qP73 + Pk74 +q71Pk73

va
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F(m) << qlz|P*2 + P*® +qt|z| " P
Kelib chigadi. |z,| = max {1;|z|P*} deb olib bu ikkala bahoni birlashtirsak,

F(m) <<qz,P° +P*°* +q7'z,P*?, (2.2.16)
hosil bo‘ladi. Nihoyat, (2.2.15) va (2.2.16) lardan

3~2k72 k=2 k-2 k-2 - ~ 2
|S( f )| << P32 6 + qZP32 k+1l+7¢& + P32 2+7¢ + q 120 1P32 +1+7¢ <<

1
32k 24 —k+1 -2 -1, -1 \ak2
<<P¥ e (qz,P PRz, PR

Ya’ni
1

S(f)|<<P*" (9zoP ™" +P? 47z, P,

bahoga ega bo‘lamiz.
Shuni ham ta’kidlash kerakki, k —darajali, hagiqiy ¢, =a,a, ;,....a;,
koeffitsiyentli ixtiyoriy
f(X)=a X +a X"+ +ax+a,
ko*phadni
x=Yy-a,_ (ka)™,

almashtirish yordamida

F() =AY + By "+ LY+t BY + By

Ko‘rinishiga keltirish mumkin. Lekin bu almashtirish hamma vagt ham

butun sonlar to‘plamidagi almashtirish bo‘lavermaydi.

2.3-§. Ketma ketliklar kasr qismlarining taqsimlanishini baholashda

tatbiqi.

a, B, 7, 0 -hagiqiy sonlar, {6} esa @ ning kasr gismi, ||X|| bilan x dan

unga eng yaqin turgan butun songacha bo‘lgan masofani, 7, (N) bilan esa
p<N va p= f(modD) shartlarni ganoatlantiruvchi tub sonlarning sonini

belgilaymiz.
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2.3.1-teorema. Agar 0<y <y+d5<lvar, (,5,N)esa

p<N va p=f(modD), < {a pk} < y + & shartlarni ganoatlantiruvchi tub

sonlarning soni bo‘lsa, u holda

- N - N)(d“ DR
7 (10N = 0y (N) << & A(67)ing + B [F+Wj |

bo‘ladi.
2.3.2-teorema. Agar k >2 natural son « -irratsional son va gesa
ixtiyoriy haqqiy son bo‘lsa,u holda ixtiyoriy & >0 soni uchun fagat k va & larga

bog‘liq bo‘lgan musbat C(¢,k) mavjudki, v =4, D << N¢bo‘lganda

e - Bl <Clek)p 2,
tengsizlik p = f (mod D) tub sonlarda cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi.
Bu teoremalar A. Ghosh [17] natijalarining k va D bo‘yicha

umumlashtirilgani, 1.M. Vinogradov natijalarining 2 <k <11 bo‘lgandagi
kuchaytirilganidir. Xususiy holda k =2 va D =1 bo‘lganda 2.3.1 va 2.3.2-
teoremlardan mos ravishda A. Ghoshdagi 3 va 4 -teoremalar kelib chigadi.

Shuni ham ta’kidlash kerakki, ushbu paragrafda foydalanilgan metod,

nafagat « p* ga nisbatan 2.3.1 va 2.3.2-teoremalarni ishotlash imkonini
beribgina qolmay, balki f(X) =ap*+a,p** +...+ o, p+a, ko‘phad uchun

ham shunday teoremalarni isbotlash imkonini beradi.
n, 0<n< % shartni ganoatlantiruvchi haqiqgiy son va

1, agar —n < x<n bo'lsa

g,(X)= (2.3.1)

0, agar —%§x<—77 yoki 77§x<% bo'lsa’

bo‘lsin.2.3.1-teoremani isbotlashda quyidagi lemmadan foydalanamiz.
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2.3.1-lemma. Agar a soni |aq—a|<q~, (a,q)=1 shartni
ganoatlantiruvchi irratsional son, gesa ixtiyoriy haqqgiy son bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy &, >0 soni uchun

> A(M{glan* - f)- 27} << T A(n4)hK2Nq)+(Nqn4)%E%;_FEZJR_

n<N,n=f

Baho o‘rinli. Bu yerda A(n‘l) (2.3.1) tenglik yordamida aniglanadi va rR = 2+
Isboti. g, (x) funksiyani X bo‘yicha davriy (davri 1 ga teng) davom

ettirib aniglanish sohasini kengaytiramiz. g, (x) ni Fure gatoriga yoyib

0

9,00-27=.

—00
m=0

SINZZM o ), (2.3.2)
ni hosil gilamiz. Bu yerda Z simvol M bo‘yicha yig‘indida +m ga mos
hadlarning birlashtirilishini bildiradi.

Endi a -irratsional son, gesa ixtiyoriy haqqiy son bo‘lsin. X= an® -p
deb olib, (2.3.1) dan

g,(an“—p)-2n= ismj—;:me(m(ank — ﬂ)), (2.3.3)

—00
m=0

ni hosil gilamiz.

Agar 2 kasr laq—a|<q™, (a,q)=1 shartlarni ganoatlantiruvchi «
q

sonining uzluksiz kasrga yoyilmasi va H =[Nq77’1] +1 bo‘lsin, u holda (2.3.3)
dan

An){g(an* - B)-27}=A + A, (2.3.4)

n<N,n=

kelib chigadi. Bu yerda

A= SN2 g ST A(n)e(mna),

\m\SH T n<N
n=f
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A =S A0 Y S o(m(ant - )

n<N |mj>H
n=f

Awvalo A, yig‘indini garaymiz. Uni

A, :%ZA(n)Zmiﬂ(e(m(an" —,B+77))—e(m(om" —,8—77))). (2.3.5)

n<N
n=f

Ko*rinishida yozib olishimiz mumkin. Qulaylik uchun *, =an* - g+n
va

T*,(u)=>"e(mo*),

m<u

deb belgilab olamiz.
Faraz gilaylik, % butun son bo‘lmasin, (aks holda uning (2.3.5) dagi
hissasi nolga teng bo‘ladi). D =1da

+ 1 + -1
T (U)<=|6"
(W=,
hosil bo‘ladi. Shuning uchun ham Abelning yig‘ish formulasidan foydalansak,
bu yerdan
> 'ie(ef) <«<HYo",
meH M7
ga ega bo‘lamiz.
Ikkinchi tomondan esa bu yig‘indi uchun
> 'ie(ﬁf) <«<1
mpe M7
baho o‘rinli. Shuning uchun ham (2.3.4) dan
A <<(InN) Y min(l; H e’ - ﬁin”), (2.3.6)
n<N,n=f

kelib chigadi. (2.3.6) bahoning o‘ng tomonidagi yig‘indini baholash uchun

O(H,w) =min(1;H*1||a)||‘l) funksiyani garaymiz. Tushunarliki, ®(H, »)
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funksiya @ bo‘yicha davriy funksiya bo‘lib davri 1 ga teng. Bu funksiyani Fure
gatoriga yoysak,

O(H,0) = 'a,e(he), (2.3.7)

hosil bo‘ladi. Bu yerda a, << min((L+InH)H™;|h[";Hh™).
(2.3.7) tenglikni
. InH
O(H,0)= Y aeho)+ ) ahe(ha))+0(—),
lhi<H? |hj>H? H
ko‘rinishda yozish mumkin. (2.3.6) ga asosan bu yerdan
A, =B, +B,+O(N(DH)*In* HN) (2.3.8)

ni hosil gilamiz. Bunda

B, << (INNH)* " min(H %) e(hn“a)|,
h<H? n<N,n=f
B,<<(InN) > > ‘ae(h(n‘a—pB=n),
n<N,n=f \h\>H2

B, dagi yig‘indilarni baholashda davom etib,

HN

B,<<(INN)-H 3 3 h?<< [;\'(mN)jg-?dg«%mN,
H2

n<N,n=f |hj>H?
ga ega bo‘lamiz.

Endi B, ni garaymiz. B uchun yuqorida olingan bahoni

B, << [V E_IHZZ) _VI—(Il) + :[ ZZV(z)dlen2 NH, (2.3.9)

ko‘rinishida yozish mumkin. Bu yerda

V(X)=),

h<X

> e(hn“a)| (2.3.10)

n<N,n=f

(2.3.10) ga Koshi tengsizligi va R =2"", W =k!(ND™)** deb olib
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R

V(X)|" < X e(hn“a)| << X*1tx

h<X

X R—k+¢& N k-1 - N 1
xg(gj [(Bj +y§mln B’HaDkthJ]

t =yh deb belgilash kiritamiz, u holda t < k!(ND‘l)k_1 X =Y vat ni

n<N,n=f

ni hosil gilamiz.

t = yh ko‘rinishda ifodalashlar soni <<t* bo‘lgani uchun

. Dt N R—k+& N k-1 ' N 1
voot (3] (5] mo{ i)

deb yoza olamiz.

Bu ifodaning o‘ng tomoniga 2.3.1-lemmani qo‘llasak,

V(X)<< (NXq)‘f(%jX [%+(%) +(%j_ dEX ]R (2.3.11)

baho kelib chigadi.
(2.3.11) va H > Ngr ™ ekanligidan

H D N 2d*

va

vd) N N7 <<n(Dg)*,
H DH  DNg

larga ega bo‘lamiz. Shuning uchun ham (2.3.9) dan

1
V(H?) L N(dY N (DJK q |° L N(d

N Sl I (el N Sl B
2<<(q77)Dq++ o <<(q77)Dq+

K R
B, << (Nqn‘l)g%(d—+gj , (2.3.12)
q

N

bahoning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
Shunday qilib, (2.3.7), (2.3.8) va (2.3.12) lardan
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N(d“ D)
Ngn ') —| —+—| . 2.3.13
A, <<( qn)D[q+Nj ( )
Tenglik hosil bo‘ladi.
Endi A ni baholaymiz (2.3.3) dan
A << > min(m™,n)

m<H

A(n)e(mn“a)

n<N,n=

foydalanib yozish mumkin. Bu yerdan esa Stiltes integralidan foydalanib

H
A << G(HH) 76~ [ uG(u)dy,
7771
ga kelamiz. Bunda

G(X)=)]

m<X

A(n)e(mn*a)

n<N n=
Endi 2.3.1-teoremadan fiksirlangan &, >0 uchun
A <<ND™(A(H) +7A@) + A@7 ) In(Hn)),
ekanligi kelib chigadi. A(H) kamayuvchi funksiya va A1) < A(7*) bo‘lgani
uchun
A << ND*A(7)In(2Ng), (2.3.14)
deb yoza olamiz.

(2.3.7), (2.3.13) va (2.3.14) lardan 2.3.1-lemma kelib chigadi.
2.3.1-teoremaning isboti. 6 =1bo‘lganda teorema trivial bo‘lgani uchun

& <1deb faraz etamiz. Hozircha s va 77(0 <n< %) lar ixtiyoriy haqiqiy sonlar

edi. Endi ,8:7/+g van =g deb olamiz. U holda 1-lemmadan

(2.3.15)
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ga ega bo‘lamiz. g, (x) funksiyaning aniglanishiga ko‘ra ((2.3.1) ga qarang) agar

—g <an‘—y- g -h< g ,ya‘ni ¥ <an® —h<d+y shartni ganoatlantiruvchi h

butun son mavjud bo‘lsa, u holda

o
U512 (ank _7_5) =1
Teorema shartiga ko‘ra , + s <1, shuning uchun ham bu yerdan h = [ank].

Demak, fagat va fagat » < {ank} < &+ y bajarilsagina

o
lanf—y—=1=1,
go/z( Ve 2)

bo‘ladi. Buni e’tiborga olib, (2.3.15) dan

1

k R
> Inp-¢6 In p<<ﬁ- A(EjlnqﬂNqél)go a“a.,b
p<N,p=f D 5 q

p<N,p=f N
;/S{ank}<5+7/

ni hosil gilamiz. Bundan esa isbotlanishi talab etilayotgan 2.3.1-teorema kelib

chigadi.
Il bob uchun xulosa

Ikkinchi bobda Veyl teoremasi uning trigonometrik masalalarga tatbiqi,
Veyl teotemasi tipidagi teoremalarning Varing masalasiga tatbiqgi va ketma-
ketliklar kasr gismlarining tagsimlanishini baholashda tatbiglarini ko‘rib
chiqildi. Bundan tashqari bu bobda Xua-Lo-Ken va Vinogradovlar lemmalari va
ularni isbotlari keltirildi.

Q+P )
S,= ) "W f()=aX +ax ..+, X+,
x=Q+1
Bu yerda Q - butun son, P -musbat butun son, @, &,,...,&, ,, @, -ixtiyoriy

haqiqiy sonlar, n>2 . Ushbu yig‘indi uchun biz birinchi navbatda bitta
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tengsizlikni olamiz, uning yordamida biz yetakchi ¢ koeffitsiyentining ratsional

kasrga yaginlashish xususiyatiga garab yakuniy bahoni olindi.

L 1
s <P? T+ P2 "% min| P,——
o Z [ (a,y)}

Veyl yig‘indi uchun yugoridagi yakuniy baho olindi
111 BOB.TUB SONLAR BO*YICHA OLINGAN
TRIGONOMETRIK YIG*‘INDILARNING ADDITIV MASALALARNI
YECHISHDA TATBIQLARI

3.1-§. Vinogradov teoremasi.
1937-yilda 1 1.M.Vinogradov [18] tub sonlarga nisbatan yig‘indilarni

hisoblashning yangi usulini topdi, u eksponensial summaga murojat qgildi.

f(a)=) e(ap) (3.1.1)

p<n

Bu yerda a hagigiy, p esa a tub sonni boshlanishi va e(a) =exp(2zia) ni

bildiradi. f(2) ga bo‘lgan bahosidan foydalanib, Vinogradov Goldbaxning ternar

muammosida Hardi va Littlvuds natijalarining yangi, so‘zsiz isbotini keltirdi.
Uning natijasi Vinogradovning 3 ta asosiy teoremasi sifatida tanilgan.

3.1.1-teorema. (Vinogradov; 1937). Musbat N ni butun son uchun, R(n)

N ta sonni 3 ta tub son yig‘indisi sifatida ifodalansin. Keyin

2

R(n)zm&nﬂe(nz(logn)ﬂ, (3.1.2)
sm=]]1- L > ]| 1+ 1 = | (3.1.3)
p/n (p—l) p/n (p—l)

Xususan, har bir yetarlicha katta toq butun son uchta tub son yig‘indisidan
iborat.

Faraz gilaylik, M, musbat butun sonlarning o‘suvchi, cheksiz ketma-

ketligi
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i1, Ajgy eeny iy o, 1 = 1,2, .0,m (1)
bo‘lsin. Agar k ta M;,M,,...,M, ketma-ketliklar (ularning orasida bir xillari ham

bo‘lishi mumkin) berilgan bo‘lsa, elementlari

b=a +a +..+a .,a €M,a eM,..a M Q
Tenglik bilan aniglanuvchi b;,b,,...,b, ketma-ketlikka berilgan ketma-

ketliklaring yig‘indisi deb ataladi va M;+M,+..+M,  ko‘rinishda

belgilanadi.
P(M,) :infm.
XX
Kattalikka M, ketma-ketlikning zichligi deb ataladi. Bunda N(X) (1)
ketma-ketlikagi X dan katta bo‘lmagan hadlar sonini bildiradi.
Bu yerda quyidagi masalalarni hal etish muhim:

l. Agar M,M,M,,...,M, ketma-ketliklar berilgan bo‘lsa, M dagi (2)
shartni ganoatlantiruvchi elementlardan tuzilgan M' ketma-ketlikning zichligi
ganday bo‘ladi?

Shunga o‘xshash M dagi (2) shartni ganoatlantirmaydigan elementlardan
tuzilgan M " ketma-ketlikning zichligini ham garash mumkin.

2. b, va k lar berilgan bo‘lganda (2) shartni ganoatlantiruvchi

i i2

(&, @, -, ) lar sonini bildiruvehi R,(b;) funksiyani tekshirish.

Boshgacha qilib aytganda, R,(b;) funksiya uchun anig yuqori va quyi

chegaralarini 58rigono yoki asimtotik formula keltirib chigarish.

Bu keltirilgan masalalar: Varing muammosi, Eyler-Goldbax muammosi,
Xardi-Littlvud muammosi, Xua-Lo-Ken muammosi va boshga ko‘plab sonlar
nazariyasining muammolarini oz ichiga oladi.

Biz bu yerda yuqorida keltirilgan muammolardan ikkitasi:

Goldbax va Varing [19] muammolariga gisgacha to“xtalib o‘tamiz.
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1. 1742-yilda Xristian Goldbaxning Leonard Eyler [20] bilan
yozishmalaridan kelib chiggan Goldbax muammosini hozirgi zamon tilida
quyidagicha ifodalash mumkin:

- har ganday 6 dan kichik bo‘Imagan juft natural sonni ikkita tog tub son
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin (Goldbaxning binar muammaosi);

-har ganday 9 dan kichik bo‘lmagan toqg natural sonni 3 ta tog tub son
yig‘indisi ko‘rinishida ifodalash mumkin ( Goldbaxning ternar muammosi).

Bu muammolar birgalikda Eyler-goldbax muammosi deb ham yuritiladi.

Tushunarliki, Goldbaxning binar muammosining o‘rinli ekanligidan ternar
muammoning o‘rinli ekanligi osonlik bilan kelib chigadi. Hagigatdan ham, agar
2n=p,+ P, bo‘lsa, 2n+3=p, + p, +3 , N=3,4,... bajariladi.

Varing-Goldbax ~muammosiga kirishdan oldin, biz Varing
muammaosining eng muhim natijalarini tagdim etish uchun aylanma yo‘Ini amalga
oshiramiz, chunki bu natijalar va Goldbax muammosi bo‘yicha ishlar Varing-
goldbax muammosiga asosiy turtki bo‘lgan. Ehtimol gadimgi yunonlar har bir
musbat sonni 4 ta tub sonning yig‘indisi ekanligini 1-marta ko‘rishgan ammo
1770-yilgacha Lagranj bu ajoyib dalilning to‘lig isbotini topmagan.

Shuningdek, 1770-yilda Varing to‘rt kvadratik teoremani umumlashtirishni

taklif gildi, bu Varing muammosi deb nomlandi. Zamonaviy terminologiyada,

Varning tahminlarida k>2 sonida butun son borligi aytilgan S =S(K)[21]

shundayki, har bir natural son N, natural sonlarning S(K) ko‘p kuchlarining

yig‘indisidir. Ushbu taxminning bir nechta maxsus holatlari 19-asrda hal gilindi.
Varing-Goldbax muammosining bir necha variantalari va umumlashmalar
mavjud bo‘lib , ular yillar davomida katta e’tiborni tortdi. Masalan , diofont

tenglamasi,
aP“+a,P'+..+aP“=n (1)
deb hisoblash mumkin, bu yerda n,a,,...,a; , doimiy emas, balki butun
sonlar. Ushbu shakl tenglamalari hagida bir necha savol berishimiz mumkin.

Bundan tashgari (1) sistemani bilganimizda, yechimlarniP,,...,P, <X bu yerda
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X katta parameter. Ushbu turdagi tanigli muammo bu egizak prezumptsiya
taxminidir; P+ 2 ham tub bo‘lmagan p sonlari bor, yani P,+ P, =2 tenglamasi
cheksiz ko‘p yechimga ega. Ushbu taxmin ikkilik Goldbax muammosi kabi juda
giyin va aslida 2 ta muommo juda ko‘p umumiy bo‘lgan. Xususan, egizaklarning
taxminlari hanuzgacha ochiqg bo‘lsada, Chenning Teorema 2 isboti juda ko‘p tub

sonlar
p + 2 =P, ekanligini aniglash uchun osongina o*zgartirilishi mumkin.
f(R)+f(R)+..+ f(P)=n.
Bu yerda f(X)eZ[X] yoki X +X,+..+X,=n yoki (1) tipdagi
tenglamalar tizimlari
R'+R)+..+P'=n,, (I<j<k),
tizim bilan bog‘lig. Ushbu tizimning eritmalari soni

1
1+— K

FS( j

k
R .(n — <G “(n)—— n — oo da 3.14
k,s( ) (Sj k,s( )(I n)s ( )

ga o‘xshash assimptomatik formulani gondiradi, ammo bu assimtotik

5.

formuladagi asosiy termin (3.1.2) asosiy atamaga garaganda kamroq tushiniladi.
Diofont tenglamalari tizimida vujudga keladigan yana bir klassik muammo
tabily ravishda r tub sonlaridan trivial bo‘lmagan arifmetik progressiyalar
mavjudligi bilan bog‘liq. r >3 har bir butun sonida cheksiz ko‘p sonli arifmetik
progressiyalar mavjudligi taxmin gilingan. Boshgacha gilib aytganda
P-2P.,+P.,=0 (1<i<r-2),

i i+1 i+2
chizigli tizimi cheksiz tublarda cheksiz ko‘p yechimga ega, F,,...,P...

Agar r=3 bo‘lsa bu variantning 60rigono bilan o‘rnatilishi mumkin.
Vinogradov uchta tub sonlar teoremasini isbotladi, ammo r>3 bo‘lganida
yugoridagi tizim aylana usulidan mahrumdir.

Aslida, yaqin vaqgtgacha uchta tub sonlar progressiyasini eng muhim
tushuntirish quyidagi ikkita natijani keltiradi.
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1. Heath-Brown [19] u yerda buni isbotlashga muvaffaq bo‘ldi. Uchta tub

son va P. sonlarni cheksiz ko‘p arifmetik proyeksiyalari mavjud.

2. Balog [20] har ganday r uchun PB,,..., P.. har xil tub son borligini, barcha

: 1 T :
o‘rtacha ko‘rsatklchlarE(Pi +P, ) katta ekanligini isbotladi.

Shunday qilib, Green va Tao [21] o‘z taxminlarini to‘liq tasdiglashlarini
e’lon gilishganda , soha mutahassislari hayratda goldilar. O‘quvchi so‘ngi
bo‘limda ularning g‘oyalari va so‘ngi ish bilan bog‘liq gisgacha tavsifni topadi.

Va nihoyat (1.1) o‘rniga |x, +...+X_,|<& o‘rganish mumkin, bu yerda a

hagigiy son, & kichik musbat son, X,,..., X, berilgan ketma-ketlikdan giymatlarni
oladigan hagiqiy o‘zgaruvchilar.

Masalan, x; = p,* bu yerda e >1 ni butun son emas deb belgilab, Waring-

Goldbax masalasini tub sonlarning kasr kuchlariga umumlashtirishimiz mumkin.
Vinogradovning 3 ta asosiy teoremani isbotlashi, Hardi —Littlvud usulini
keyinchalik tub sonlar bilan bog lig bo Igan qo shimcha muammolarga go'llash
uchun asos bo'lib xizmat giladi. 1-teorema nashr etilgandan ko'p o' tmay,
Vinogradovning o°zi va Xua [22] hozirgi kunda Waring-Goldbach muammaosi
deb nomlanuvchi Waring muammaosini asosiy o zgaruvchilar bilan o’rganishni
boshladilar. Ular barcha k >1 uchun asimtotik formulasini (1.3) k +h kuchlarga
umumlashtirishga muaffaq bo lishdi va natijada ularning harakatlari quyidagi
3-teorama isbotiga olib keldi. Waring-Goldbach muammosi hagida mavjud
bilimlarni tavsiflash uchun avvalo ba’zi bir nofatsiyalarni Kiritish kerak. k

musbat butun va p tub ko paytiruvchisi bilan biz pg(k va p‘9+1)k bo‘lgan
6=0(k,P) butun (yagona) butun sonni aniglaymiz va

0+2,agarp=2.2/k
7=7(K:P)y9+1, aks holda K(k)= [T p" (3.1.5)

(p-1)/k

Xususan, bizda k(1) =2. Agar butun sonning 3k kuchlarning yig indisi

k +1 dan kattaroq bo'lsa, N=S(modKk) tenglik shartini ganotlantirishi kerakligini
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ko rsatish giyin emas.

Bundan tashqari,

G, (n) = qZ; Z; Sq()‘zq‘;‘) [ . j (3.1.6)

(a,a)-1

Bu yerda (@,0), @ va g kattaliklarning eng katta bo"linuvchisi va P(q) esa
Eyler totent funiksiyasi ya'ni n< p ga nisbatan musbat butun sonlar soni.
Keyingi natija 3.1.5 va 3.1.6 migdorida belgilanadi.

3.1.2-teorema. K,Svan musbat butun sonlar bolsin va R, (n) diafont
tenglamasining yechimlarini sonini

P+ p,f +..pfc =n, (3.1.7)

deb belgilang.

;s Pyyees P, tub sonlar.
2“+1, agar1<k <5

S< g-2k+1, agar 6<k <8

k?(logk +loglogk +O(1), agar k >8)
Keyin

%]

FS(1+ l) S
Rk,s*(n)DTSjk K.s ( )( ) uchun n = oo ()
k

G, (n) (1.1.3) bilan belgilanadi. Bundan tashgari G, ;"(n) gatorlar mutlago
konvergentdir va agar N=s(modk), keyin G, ."(n) > ¢, (k,s) > 0.

Xususan, bizda quyidagi tenglamalar mavjud.
Muaffagiyat 3.1. Har bir yetarlicha katta n=5(mod24) butun yig indisi sifatida
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ifodalanishi mumkin. Har bir yetarlicha katta tog butun sonni to"qqgiz tub tubining
yig indisi sifatida ko rsatish mumkin.
Xua Varing muammosinining ¢(k) funksiyasiga o‘xshash  H(k)

funksiyasini taqdim etdi. H (k) eng kichik butun sonlar sifatida aniglanadi. (3.1.5)

tenglamaning barcha tub p,,,..,p, uchun n=s(mod(k,r)) yechim topiladi.
Barcha k >1 uchun H (k) =k +1 ekanligi taxmin gilinmogda. Ammo k taxmin holi
k ning biror bir giymati uchun isbotlanmagan. Agar k<3 bo‘lsa, H(k) uchun
ma’lum bo‘lgan yugori chegaralar teorema 3 tomonidan berilgan,
ya’ni HO) <3 H(2)<5H(3)<9,k<4 bo‘lsa, adabiyotda eng yaxshi natijalar
quyidagilar:
3.1.3-teorema. k >4 butun son bo‘lsin, va H (k) yugoridagi kabi bo‘lIsin .
Keyin

F(k),agar 4 <k <10,

H(k) < :
k(4logk) + 2loglogk + O(1),agark >10
F(k) quyidagi jadval bilan berilgan bo‘lsa,

k 456 78 9 10
F(k) 14 213346 6383107

H (k) uchun chegara 4<k <10,

3.1.3-teoremaning k=6 va 8 <k <10 holatlari Thanigsalam [23] bilan
bog‘liq va k = 4,5,7 holatlar Kawada va Vuli [24] va Kumchev[25] ning so‘ngi
natijalari.

k >10 bilan bog‘langanlik —bu Xuaning gadimgi natijasidir, uning

isbotini Xuan kitobida toppish mumkin.
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3.2-§. Tub sonlar bo‘yicha olingan birinchi darajali trigonometrik

yig‘indilarning baholari.

Ma’lumki, I. M. Vinogradov birinchi marta arifmetik progressiyaga tegishli
tub sonlar buyicha olingan trigonometrik yig‘indi

2, e@p) (3.2.1)

p<N, p=l(mod D)
(p.h=1

moduli uchun trivial bo‘lmagan baho olgan. Bo‘laklab vyig‘ish usulidan
foydalanib ko‘rish giyin emaski, (3.2.1) yig‘indi moxiyati jixatidan
S, (@)=S,(D,a,N)= > A(n)e(an),1<1<D, (I,D)=1
el (mod D)
(3.2.2)
yigindiga ekvivalent. A.F. Lavrik tomonida Drixli L funksiyasining nollari
tagsimotining zichligi g‘oyasi (3.2.2) ko‘rinishdagi yig‘indilarni baholashga
tatbig etildi. (3.2.2) yig‘indining modulini baholashni

Sh(nx)

yig‘indini baholashda keltirish mumkin A.F. Lavrik ( [26] garang). Ishlarda

1 (3.2.3)

(3.2.3) yig‘indini Dirixle L -funksiyasi L(S, ¥) nollarining zichligi to‘g risidagi
ma‘lumotlardan foydalanib baholangan. Vaughan R. C. esa (3.2.3) yig‘indini
A. F. Lavrikning tagribiy funksional tenglamasidan P.X.Gallagher [27] metodi
yordamida keltirib chigarilgan L?(s, ) uchun o‘rta giymat hagidagi
teoremalardan foydanib tekshirgan.

Ushbu paragrafda A. F. Lavrik isbotining va Vaughan R. C. [ 2-teoremasi
isboti goyalaridan foydalanib Dirixle L - funksiyasi L(S, %) nollarining
tagsimoti zichligi to‘g‘risidagi ma‘lumotlarga tayanmaydigan ishdagi 1-
teoremaga o‘xshash teoremani isbotlaymiz. Bunda arifmetik progressiyaning
ayirmasi darajali o‘sish tartibiga ega bo‘ladi.

Avvalo, (3.2.2) yig‘indi hagidagi umumiy teoremani keltiramiz.
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3.2.1-teorema. Agar 7, O va C<1 lar

1
> W (N, x)|<< (N +aN? +g"N°)L°.

Bahoni ganoatlantiruvchi musbat sonlar bo‘lsa, u holda

l@—ag?|<2N"* d=(D,q) (a,9)=1 L=InN bo‘lganda,

(3.2.2) tenglik bilan aniglanuvchi S, («r) yig¢indi uchun

baho o‘rinli.

d -2 114 1,
S,(a)<<| = 2N +@g2N2+(=)"7q 2 'N° |L°*.
D D
Agar L(S, ) funkshiyaning nollarining zichligi to‘g‘risidagi gipoteza
o‘rinli bo‘lsa, (3.2.4) da ¥ =0, ¢ =1 deb olish kerak.
Vauhgan R.C ning yig‘indi uchun bahosidan foydalansak 1-teoremadan
quyidagi (zichlik gipotezasiga tayanmaydigan) teorema kelib chigadi.

3.2.2-teorema. Agar ‘a—aq_l‘SZN_l (a,0)=1 d=(q,D) bo‘lsa, u holda
3
d 2 L1 ogyta]s
S (a) << Bq 2N+q2N2+(Bj Q8N4 |L2,

bo‘ladi.
Bu yerdan quyidagi natijalar kelib chigadi:
3.2.1-natija. Agar (D, q) =1, q << L°, va €212 o‘zgarmas son bo‘lsa,

2

u holda ixtiyoriy D < N &L °uchun

x4

L 2,
@(D)

S () <<
baho o‘rinli bo‘ladi.

1

1
3.2.2-natija . Agar P<q<NP*1<P<N3|a-ag’|<2P(gN)™ (a.0)

bo‘lsa u holda
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S, (a) << lA,
¢(D)
bajariladi.

1 11

Buyerda A=DP 2L2

1
3.3.3-natija. Agar P<q<NP™1<P<N? |o-ag?|<q? (a.0)=1va

1 11

A=DP 2L2 bo‘lsa, u holda

S/(a) << A

N
@(D)
baho o‘rinli bo‘ladi.

3.2.2-teoremani A.F. Lavrik ishidagi 1-teoremaning natijasi
d -t L1 rgy 22
S (a)<<| —q 2N +02N2+| — | g*N7 |L*®
(@) 5 g (D] q (3.2.5)

bilan taqgoslash ko‘rsatadiki, agar & bo‘lganda 3.2.2 teoremaning natijasi

barcha mavjud baholardan yaxshiroqdir. Yuqoridagi natijalar esa ilgari mavjud

baholardan P ning o‘zgarish diapazonining kengligi, N <R<N? bo‘lganda
olingan baho yaxshiligi, barcha baholarda logarifmik ko‘paytuvchining darajasi
kichikligi hamda isbotlash usuli bilan farqg giladi.

3.1.1-teoremaning isboti. Abelning bo‘laklab yig‘ish formulasidan
foydalanib

) e REChe

deb yozib olamiz.

5

Bu yerdan

N
a
o——

q

S,(a)= +

sl[D%,cfj‘dé (3.2.6)

0

66



Demak, S;(a) yigindi uchun trivial bo‘Imagan baho olish uchun (3.2.2)

yig‘indi uchun a=§, (a,q) =1 ratsional nuqtalarda shunday baho olish yetarli
q

ekan.

> A(n)e[ J<< L

(n.a)=1

bo‘lganining sababi Sl[%j n

(qj ZA(n)e( j+O(L2) (3.2.7)

n<N
(ng)=1

ko‘rinishida yoza olamiz. Ma‘lumki (n,q) =1 bo‘lsa,

e&”j e )qu(an)r(zq)

bo‘ladi, shuning uchun ham (3.2.7) dan

a 1
S| — |=—— 7, A +O(1? 3.2.8
{q} (p(q)%%(an)f(zq)ﬁi%zoim (n) %, (n) +O(L) (3.2.8)
kelib chigadi.

(3.2.8) ning o‘ng tomonidagi ohirgi yig‘indini Dirixle xarakterlarining

xossalaridan foydalanib

(D) ——> 7o (e)r; AM) 2, (M) + x5 (N),

ko‘rinishda yozish mumkin. Demak,
2 m
‘r(;(q)‘ <02, ¢(m) >> — m>1,

ekanligini inobatga olsak va

A:; >

e %o

2. ANz, (n) 25 (n)

n<N
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deb belgilash kiritsak, u holda <N (q<N deb hisoblash mumkin, chunki agar

g > N bo‘lsa, teorema trivial holda o‘rinli boladi) va 4 < N lar uchun (3.2.8) dan
a 1
S(—j <<(LD1q 2A+ sz, (3.2.9)
q

kelib chigadi.
Xarakterlar ko‘paytmasi yetakchi moduli ko‘paytuvchilar yetakchi

modullarining eng kichik umumiy Kkarralisining bo‘luvchisiga teng bo‘lgan

xarakter bo‘lgani uchun d =(@,D) deb olib, z,(n)x,(n) = z(n) gaega
bo‘lamiz. Bunda k = qDd ™. Endi A da xarakterlar bo‘yicha ikki karrali
yig‘indidan oddiy yig‘indiga o‘tib
A<d) (N, z)| (3.2.10)
%

ni hosil gilamiz. Bu yerda
v (N, ) =D An) z(n).

n<N

Shunday qilib, (3.2.9) va (3.2.10) lardan

sl(gj << (%q;Z\y/(N |+ LZ], (3.2.11)

ga ega bo‘lamiz. Bu yerdan (3.2.4) bahoga asosan

1
s{%« aL (N kN2 +kyN5jL° P2 <<
q DqE

d -t 11 rgNtToL,
<<| =0 *N+Qg*N?+| — 2°N
(Dq q (Dj q ]
bo‘ladi.

Endi agar o —aq|< 2N ekanligini e’tiborga olsak, (3.2.6) va (3.2.12)

(3.2.12)

lardan 3.2.1- teorema kelib chigadi.

3.2.2-teoremaning isboti. Vaughan R.C 2-teoremasiga ko‘ra

3 5 23 1 7

> maxy (Y, z,) << N+ N4k*L® + N2kL.

% y<N
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Bu bahodan foydalanib (1.11) dan

3 119

1 g 31 119
5, 2 << Lng 2L4+(QJ8N4q8L8+N2q2L2,
q D D

(3.2.13)
ga ega bo‘lamiz.
Endi (3.2.6) va (3.2.13) dan ‘a—aq‘l‘SZN‘l bo‘lganda 3.3.2

teorema kelib chigadi.

3.2.1va 3.2.2-natijalar ko‘rsatilgan shartlarda 3.2.2-teoremadan to‘g‘ridan-

2
to‘g‘ri kelib chigadi. 3.2.1-natijadagi D ni D < NS5L° shartni ganoatlantiruvchi
qilib tanlashi (3.2.13) dagi

X had bilan bog‘lig.

3.2.3-natijaning isboti esa G. Montgomeridagi 16.3 natijaning isbotiga
o‘xshash bajariladi.

Ta’kidlash kerakki, A.Balog, A. Perellilar Von ayniyati (A. A.

Karatsubaning I1I-bobdagi 9-masalasi) dan foydalanib, elementar usul bilan
11
2 2
q l\ll N
2

S,(a) << dN + L3

Dg

[GLERN) SIS

d D

2 1
ekanligini ishotladilar. Lekin d =(D,q) =1 va q < NsD5L™* bo‘lganda 3.2.2-

teorema bu bahodan yaxshi.
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3.3-§. Tub sonlar bo‘yicha olingan birinchi darajali trigonometrik

yig‘indilarning additiv masalalarni yechishdagi tatbiglari

Ma’lumki, sonlarning analitik nazariyasidagi trigonometrik masalalarda

S(D.a,N)=" > A(ne(an"),
gilr\émodD)
ko‘rinishdagi trigonometrik yig‘indilarning trivial bo‘lmagan baholari muhim
ahamiyatga ega. Bunday baholarni olishga ko‘plab ishlar bag‘ishlangan.

A .Ghosh S, ha,N)=S,(ha) uchun yangi baho olgan va

1
YS,(ha) << HN“E[q‘1 +N 2 +qH‘1N'2] , (3.3.1)

h<H
ning bajarilishini ko‘rsatgan. Biz (3.3.1)-bahoni arifmetik progressiya
uchun umumlashtiramiz (1. Allakov [28]). Ushbu paragrafning asosiy magsadi
quyidagi teoremani isbotlashdan iborat.
3.3.1-teorema. Agar ‘a—aq‘l‘gq‘z, va D2 <N bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

soni uchun

1

l+e 2 4
SIs,(D.ha N)| << N7 A7, B, dD 1 (33.2)
h<H D q NE HN d

baho o‘rinli. Bu yerda d =(q,D) va Vinogradov simvolidagi doimiy faqat

& gabog-lig.

C

bilan
InIn N

Agar zarurat bo‘lsa, (3.3.2) ning o‘ng tomonidagi ¢>0 ni

almashtirish mumkin.
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi:
3.3.1-natija. Ushbu

1

1 4
S,(D,a,N) << DlN“g[dzq1 +DN 2+ qDNZdlj (33.3)
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baho o‘rinli

1 3
3.3.2-natija. Agar D<N® va N2 <g<N?2 pho‘lsa

S,(D,a, N) << D‘lN;+g,

bo‘ladi .

1-natija. Agar A. Ghoshning 2-teoremasining arifmetik progressiya uchun
umumlashmasidir. (1.16) ko‘rinishdagi baholar odatda g ning o‘zgarish
diapazoni katta bo‘lganda keng go‘llaniladi. Shu nuqgtai nazardan (3.3.3)- baho
muhimdir.

3.3.3-teoremani bevosita isbotlashdan oldin uni isbotlash uchun zarur
bo‘lgan lemmalarni keltiramiz. Bu lemmalardan dastlabki ikkitasi 1. M.

Vinogradovga tegishli bo‘lib, ko‘pchilik mutaxassislarga yaxshi tanish. Bundan
keyin m= f(modD) ning o‘rniga q yozuvdan foydalanamiz.
3.3.1-lemma. Agar «,(0 <« <1) haqigiy son va X, X' lar musbat

butun sonlar bo‘lsa, u holda

S e(na <<e£XB+1 || ]
n;S
baho o°rinli.

3.3.2-lemma. Agar X va Y lar musbat sonlar, & esa o‘zaro tub o va g

. -1 -2 . .
butun sonlari uchun \a—aq ‘S q  shartlarni ganoatlantirsa, u holda

> min(Y; Jem| ) << XYg™ +(X +g)In 2g

m<X

> min (— orm j<< (XYq™ + X +q) In(2XYq)

m<X

Munosabat o‘rinli. Endi X, X.,Y,Y' lar X,X%.Y,Y'va XY <N
shartlarni ganoatlantiruvchi butun sonlar bo‘lsin

S, = ZZa) Z n)e(hm’n’e)

n<H | m (m,n)eG

(3.3.4)
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deb belgilab olamiz. Bu yerda
G={(mn)| X <m<X,Y<n<Y m=f,n=f,m*n<N },om) vay(n)

lar
lo(m)|<z(m)Inm, |y (n)| <z(n)Inn

(3.3.5)
shartni ganoatlantiruvchi arifmetik funksiyalar. Tushunarliki,

3.3.3-lemma. Agar INg<<INN  bo‘lsa, u holda (3.3.4) tenglik bilan

aniglanuvchi S, yigindi uchun quyidagi baholar o‘rinli:

a) Agar barcha ne(Y,Y] lar uchun ¥w(n) =1 bo‘lsa, u holda

1 1
.| N2HM, dNHM?2  HM.q.:
S, <<(NH) ot —+( dqu)2 (3.3.6)
D? Dqg?

b) Agar biror ne(Y,Y'] uchun ¥ (n) #1 bo‘lsa, u holda

1 1 1 31 311
N2HX? d2NH HN*4Y4 H4g*N?
S, << (NH)* sttt ? 3 (3.3.7)
D: Dg* D¢  d‘D*

S,=>.1 >, am) ) whethmn’a)

heH [M;emeM, N; <N,
m=K; 1
m==
2

yigindini  baholashga tatbiq etamiz. Bu yerda M;,M,,N;,N,—lar

M, <M,,N, <N, va M;N, <N shartlarni ganoatlantiruvchi musbat butun sonlar,
qolgan barcha parametrlar esa 3.3.3-lemmadagi singari aniglanadi. S, ni baholash
uchun (M;,M,] va (N;,N,] intervallardan har birini (X,X] va (Y,Y]

ko‘rinishdagi INq<<InN ta bo‘lakchalarga (gism intervallarga) bo‘lamiz. Bunda

M, <X <X <2X<M, vaN <Y<Y <2Y<N,.
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Agar XY >N bo‘lsa G to‘plam bo‘sh bo‘lgani uchun XY <N deb
hisoblashimiz mumkin. Bulardan foydalanib, S,ni S, =S,(X,Y) yig‘indi orqali
S, <) Y S,(X,Y) << (maxS,(X,Y))In* N,
X Y

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu yerdan quyidagi tasdiq kelib chigadi.
3.3.4-lemma. A) Agar barcha ne (N;;N,] lar uchun y(n) =1

bajarilsa u holda
1 1
2 2 1
S, << (NH)* N H1M2+dNHI\fI2 +(H2/||32q)2 |

D2 Dqg?

bo‘ladi.
b). Agar biror ne (Y,Y ] uchun yw(n) #1 bajarilsa, u holda

3 1

1 1
HM2, d2NH  HN*N,* H
—+ - -
3

N

N

3

S, << (NH)* - .
Dg* D* D*d

D

baho o‘rinli bo‘ladi.
Isboti. S yig‘indiga Koshi tentsizligini [29] qo‘llasak,

1
s <[ 2>+ ) F (3.3.8)
hosil bo‘ladi. Bunda
2= X leml Y=Y X Ylem),
Ry T )< meH
Y =3 wn)wn)e(hm?(n? -n%)a)
(mn)eG,i=1,2  m=m,
(3.3.5) shartni va
7, (n) << n?,
bahoni inobatga olib
(3.3.10)

2

> << X¥HD™, > <<NY“HD?,
1

larga ega bo‘lamiz.
Endi ) 5 ni baholaymiz. Ikki holni garaymiz.
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A). Barcha ne(Y,Y] lar uchun w(n)=1 bo‘lsin. U holda ¥ da

n, —n, =Yy deb olsak.

D<<L D 2 1 D, e(2hm?yna)

h<H Xxem<x r<y<r'|n=0
(m,n)eG
(m,n+y)eG

bo‘ladi. s=2hm’y deb belgilash kiritamiz, u holda 2DX?* <<|s|<16NHX va S
ni bunday ko‘rinishda ifodalashlar soni z,(|s|) dan ko‘p emas. Shuning uchun
ham

< 2 w(lsl) X etna)| (3.3.11)

|s|<I<NHX Y en<r
s=0 n=f

Bunda 3.3.1-lemma va (3.3.9) bahodan foydalansak,

> <<(NHX) Y min(YB,;HsDaH_lj,

Ir|<1<N=NHX

kelib chigadi.
16N°H

5

bo‘lganligi sababli (3.3.11) ning o°‘ng tomoniga 3.3.2-lemmani qo‘llab,

¢ d’N°H q 32N?Hq
>, (NHX) ( + NHX +E]In[ j (3.3.12)

N_N
X s

|s|%< vad=(q,D), d <(D%q)<d?

Dq dD
ni hosil gilamiz.
(3.3.10), (3.3.12) vaIng < InN larni e’tiborga olsak (3.3.8) dan teoremaning
a) tasdig‘i kelib chigadi.
b). Endi birorn e (Y,Y ] uchun w(n) =1 bajarilsin. Bu holda D>, N

. =20, D Zte(hm'ta)

h<H m<m<x*  (mt)ed

ko‘rinishda yozib olamiz. Bunda

CDz{(m,t)‘X <m< X', Ds\t\<Y'z,\mZt‘s N% m= f,tEO},

74



va

Z(t)= Z w (n)y (n,).
(mnIec i 21,22_.%

Tushunarliki,

NY Y2+g
o << > 3 20 <

h<H DSM <Y 2
t=0

Y5 da yigish tartibini o‘zgartirib Koshi tengsizligini go‘llasak,

Z Z Zm‘t‘dz Z(t) Z e(htm a) <

h<H (m,n)ed
1

J-

> e(htm’a)

(m,t)ed

(b zmzf[z[z

h<H D<Il<y? h<H | D<lkr?

1

1
<<(HT;+8]2(HYNDZ+Z4 )5’

hosil bo‘ladi. Bunda

24 :Z Z Z e(ht(mlz_mzz)a)-

h<H Dg‘|‘<r2 my#m,
(Mg t)ed, i<1,2

Bu >, vyig‘indinia) holdagi > yig‘indi singari baholab

>,<< > n(slel ||1,2,|S\Da|_1)<<

ls|<6 NHX
2N 2
<<(NH)S(d N-°H ©NHY 4 q)I (2N Hq)
bahoga ega bo‘lamiz.
(3.3.14) ga ko‘ra (3.3.13) dan
L1, 11
dNHY N2Y2 H2q2%Y
Y <<(NH)'(3 ),
’ D? D2d2

kelib chigadi. Endi (3.3.8), (3.3.10) va (3.3.15) lardan teoremaning 4) tasdig‘i
kelib chigadi.
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Endi 3.3.3-lemmada S, yig‘indi uchun olingan baholarni

S, =2 | 2, @m) > w(nehmn’a),

M,;emeM, N;ee<N,
m=K; m=2

yig‘indini baholashga tatbiq etamiz. Bu yerda M,,M,,N,,N,—lar M, <M,,N, <N,
va M;N, <N shartlarni ganoatlantiruvchi musbat butun sonlar, golgan barcha
parametrlar esa 3.3.3-lemmadagi singari aniglanadi. S, ni baholash uchun
(M;,M,] va (N;,N,] intervallardan har birini (X,X] va(Y,Y] ko‘rinishdagi
Ing<<InN ta bo‘lakchalarga (gism intervallarga) bo‘lamiz. Bunda
M, <X <X <2X <M, vaN, <Y<Y <2Y <N,
Agar XY >N bo‘lsa G to‘plam bo‘sh bo‘lgani uchun XY <N deb
hisoblashimiz mumkin. Bulardan foydalanib, S, niS, =S, (X,Y) yig‘indi orgali
S, <>, Zy S,(XY) << (maxS,(X,Y))In* N,
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu yerdan quyidagi tasdiq kelib chigadi.
3.3.4-lemma. A). Agar barcha n e (N, N,] lar uchun w(n) =1

bajarilsa, u holda

NY’HM, dNHM,"?
Dl/2 + Dql/2

. HM

S, << (NH)'( (g2,

bo‘ladi.

b). Agar biror ne(Y,Y '] uchun y(n) # 1 bajarilsa, u holda

N1/2HM2]J2 N d]JZHN .\ HN3/4N2 va s H3/4q]J4N1/2
D3/2 Dql/4 D3/4 D3/4dl/4

S, <<(NH)( ),

baho o‘rinli bo‘ladi.
3.3.1- teoremaning isboti. g > N*HdD™ bo‘lsin. U holda (3.3.2) bahoning o‘ng
tomonini << HN*¢D~1 ko‘rinishda ifodalash mumkin va (3.3.2) baho trivial
bajariladi.

Endi H>N, q<N?HdD™ bo‘lsin. U holda Koshi tengsizligiga[30]

asosan
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12

Zs (D, he, N)<H1’2(Z > A(ne(hn’a)| | <<

h=1 |1<n<N=N
n=f

1/2

<<HY2 %In N+ > A(m)A(n)e(h(n -n)a) |

NEN; m-n
<A, My

ga ega bo‘lamiz. Endi

>, 2= X AmAM)<(InN) () 3
1<n,,m<N
mz—nzzlavtnz

deb belgilash kiritamiz. U holda

i
1 2

1
iSZ(D,ha, N)<<(D™*NIn N)2 H+H2|Y Y Z (te(hla)|
h<H k<N?
1=0

bo‘ladi. Bunda yig‘ish tartibini o‘zgartirib, 3.3.1 va 3.3.2 lemmalardan

foydalansak,
1

2

‘1D e(hla)| <<

h=H *

D2 10

y
3 s, (D,ha,N) <
=1

1
P 1
SSLLLIR VTN [z ( hDa] |n <«
H

D2

1
5 1 2 2 1
<<H(N|anz+H2NS[dN H +H+%j InIn2 N <<

1 11 1
HN**| D2 Dq D?2d? HN ( D2 D% D2d2j4
< D Tt T T | << + ,
N 2 H 4 N d 2 q4
kelib chigadi. Bundan esa (3.3.2) bahoga ega bo‘lamiz.

Endi H <N, g<N?HdD™ bo‘Isin. Ushbu

+
N2 HN%d? g
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Y F@n+ Y > tF(mn)= Zy(s) > > F(sr,n)

u<n<N uen<NN~tu<ms<Nn™ W<n<Nstr<N(s)?

(3.3.16)
ayniyatni garaymiz (A. A. Karatsuba ning Ill-bobidagi 9-masala[31]). Bunda

F(m,n)- natural mvan argumentli ixtiyoriy funksiya, #(S) esa Myobus

funksiyasi, (1<U < N) ixtiyoriy butun son,
= > wuls)
s<u,s/m

F(m,n) funksiyani quyidagicha aniglaymiz. Agar u < n < Nm™! va
m = f;, n = f, bo‘lsa, F(m,n) = A(n)e(hm*n°a), qolgan hollarda esa
F(m,n)=0 deb olamiz hamda u < N'/3 shart bajariladi deb garaymiz. U holda
(1.2.9) ayniyatdan

S,(D,ha,N) = Ll—LZ—L3+O(N;D‘1), (3.2.17)

ga ega bo‘lamiz. Bu yerda
L =[L(Bpdp,

L(B) =D u(s) D ehsk’a), (F-r=1);

s=f+r B<k<Nr
k=r,

L(h)=>C Y e(hl’r’a),(5-s=1L f,= fiT,),

Isw?  r<N|?
I=f

C =Y u)AM) <z(lel

s,I=su
s=f;

L= > t, > A(nehm’n’a)

uem<Nnt  w<n<Nm™
m=f; n=y,

(3.2.17) dan
1
> S,(Dha,N)=L,+L,+L,+O(N°D ™) (32.18)
h<H

ekanligi kelib chigadi. Bu yerda
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L=> L(h),i=123

h<H
L, ni baholaymiz. 3.3.4-lemmaning a) gismida L, =1,

M, =min(u,NS™")<u, N, =8, N, =N va|y(s)|=|u(s)| <1 deb olamiz, u holda

1 1 1
2 2 2
L <<N° HN1U+dHNllJ +(I;gujz |
D2 Dq?2
bahoni hosil gilamiz.
L, ni baholash uchun L, (h) yig‘indini quyidagicha gism yig‘indilarga

ajratamiz
5
+ > ) Cetmiria)=> LY (h),
u<msN% N%rsN‘lm =
m=N;
5 ) 5 _
Uholda L, <Y, Y LP(h)=2 L, bo‘ladi.
h<H j=1 =

endi har bir L' yig‘indini 3.3.4 lemmadan foydalanib baholaymiz.
LY ni baholash uchun 3.3.4-lemmaning a) tasdig‘idaM, =1, M, =u,

N, =1 N, =N, o(m)=C, deb olamiz va bu holda

1 1

1 1
HN2u dHNu? [Hqujz
+ — + ,
2

LY << N* -
> dD
D2 Dq

hosil bo‘ladi[32].

L(ZZ) ni baholash uchun esa 3.3.4 lemmaning 4) tasdig‘ida

1 7 3 1
2 8 4 4
L << NF HdlI\I+HN3+HNq .

Dg* D4 D*d

Baho o‘rinli bo‘ladi.
L' ni esa trivial baholaymiz:
L(23) K N1/2+6HD—1/2u

LYY ni baholaymiz. Buning uchun 3.3.4-lemmaning 4) qismida
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1

M, =N, =N2, M, =u? N, =1 deb olamiz, u holda

D?<N bo‘lganda

1 1 7 3 1 1
2 2 8 4~4 2

L9 << N¥ HN3u+d H1N+HN3 +H<1:]|2I |
D2 Dq? D* d*D*

bajariladi.
Nihoyat 3.3.4-lemmaning b) gismida M, =N, =N2, M, =Nu™,N, =u

deb olib L yig‘indi uchun quyidagi bahoga ega bo‘lamiz:

1 7 s 1 1

HN  d?HN  HN® H*q*N?
T 3" r t—s T 1 3
4D4

LY << N¢
uzD2  Dqg* D4 d

L"), (j =1,2,3,4,5) lar uchun hosil bo‘lgan baholarni yig‘ib (3.3.17) dan

L, << N¥

ni hosil gilamiz.
Endi L, ni baholash goldi. Buning uchun esa L,(h) yig‘indini bo‘lakchalarga
bo‘lamiz: U holda L, ni quyidagicha yozish mumkin:
3 ) 3 )
Ly (Tenm 2w
i=1 h<H i=1

Endi

<z(m)<<m’ va y(n)=A(n)=Inn,

> u(@)

d<4,d\m

o(m) =1, =

1
bo‘lgani uchun 3.3.4-lemmaning a) qismida M, =N, =N2, M, =Nu",N, =u,

deb olib L' yig¢indi uchun
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1 7 31 1
HN _d?HN HN® HG‘N?
1

13+ l+ 3

L® << N

3
u2D2  Dg* D* d+D*
bahoga ega bo‘lamiz. Bu baho LY vyig‘inli uchun ham o‘rinli bo‘ladi.

1
LS ni baholash uchun esa M, =N, =u, M, =N, = N2 deb olib 3.3.4-lemmaning

a) qismini qo‘llaymiz. U holda

1 7311
| dZHN  HN® H*q‘N?
LYY << N Tttt |,
Dq4 D4 d4D4
ni hosil gilamiz. Demak,
1 7311
/| HN dZHN  HN® H*g*N?
L<N|7T=+—T+——=+—13
u2D? Dg* D*  d‘D*
Shunday qilib, (3.3.17) dan
1 ! 311 1
HN  d?HN HN® H4g‘N2 HNZ2u
T3 1 e T3 Tt
uzD? Dg* D4 d*D* D?
3'8,(D,ha, N)<< N7 © = 1 1
< HNu?2 +( Hqu jz
1
¢p | Dd
(3.3.19)

ekanligi kelib chigadi.

Hozircha U bizda u < N3 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy parameter

1 5

1.5 1 1
edi. Endi, u:min{N3D 24;qZ;(NZqulDl)Z} deb olamiz. U holda

g < N*HdD™ ekanligini hisobga olib (3.3.17) dan 3.3.1-teoremaga ega bo‘lamiz.

3.3.1-teorema. Agar‘a_aqfl‘gqu, va D2 <N bo‘lsa, u holda ixtiyoriy

soni uchun

81



1
1 4
> IS,(D,ha,N)|<< HDlN“g[dqu +DN 2+ HqDNZle ,

h<H

(3.3.1)
baho o‘rinli. Bu yerda d :(q, D) va Vinogradov simvoli «dagi doimiy faqat &
ga bog‘liq.

Agar zarurat bo‘lsa, (3.3.2) ning o‘ng tomonidagi £>0 ni | |C N bilan
nin

almashtirish mumkin.

111 bob uchun xulosalar

Uchinchi bobda Vinogradov teoremasi uning isboti va uni masalalarda
o‘rganildi. Tub sonlar bo‘yicha olingan birinchi darajali trigonometrik
yig‘indilarning baholari olindi va uni additiv masalalar yechishga tatbiq etildi.

M. Vinogradov birinchi marta arifmetik progressiyaga tegishli tub sonlar

bo‘yicha olingan trigonometrik yig‘indi

Y. e(ap)
T

moduli uchun trivial bo‘Imagan baho olgan. Bu yig‘indi quyidagi
yig‘indiga ekvivalent ekanligidan
S, (@)=S,(D,a,N)= > A(n)e(an),1<1<D, (I,D)=1

el (mod D)

yig‘indini modulini baholash uchun quyidagi ifodani baholadik

Z‘W ( N, X )‘ va shunday natija oldik.
Xq

1
Z|V/(N’Xq)|<< (N + qN °+ qug)LC bundan esa

Xq
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1 11

N 1w
S,(a) << q)(D)A ushbu baho kelib chiqdi. Bu yerda A — DP 2Lz .

XULOSA

Boblar bo’yicha umumiy amalga oshirilgan ishlardan quyidagilarga ega
bo‘ldik. Yuqoridagilardan kelib chiggan holda quyidagi xulosalar qilishimiz
mumbkin.Trigonometrik yig‘indilarning Matematikaning ko‘pgina sohalariga
xususan sonlar nazariyasida ahamiyati beqiyosdir. Trigonometrik yig‘indilardan
sonlar nazariyasining turli additiv masalalarini yechishda, xususan,
qo‘shiluvchilar soni chegaralangan bo‘lgandagi Varing muammosini, Goldbax
muammosini, Hardy —Littlvud muammosini, Xua—Lo—Ken muammosini hamda

ularning umumlashmalarini yechishda foydalanish mumkin.

Ushbu ishda trigonometrik yig‘indilarning berilgan oraliqdagi n-darajali
chegirmalar sonini aniglashga, eng kichik musbat boshlang‘ich ildizni yuqoridan
baholashga, natural sonlar bo‘yicha olingan trigonometrik yig‘indilarning

ketma-ketliklar kasr qismlarining taqsimlanishini baholashga tadbiqlari ko‘rib

chigilgan
Ushbu
L
S;=>e "
x=0

yig‘indini qaraymiz.
Agarda S, yig¢indida @ soni M ga bo‘linsa (&/M) ,uholda a=mt va
m-1 . . . .
S, =D e =1+e®M 4 4 M 1414 +1=m,

x=0

bo‘ladi. Agarda S, yig‘indida @ soni M ga bo‘linmasa (a1 M), u holda

m
27—
1_ m
27ri3 2ﬂia(m—l) ( J 1_ ez;zia
S, =l+e n = = _=0.

Shunday qilib,
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s _mz_leZEi?:_ m, agar a/m,
& 10, agar a+m

ekanligini isbotladik.

Faraz etaylik avvalo g toq son bo‘lsin. U holda

.a
i—

02
q .q:q,ya'n||82|:\/a.
Endi faraz etaylik q juft son bo‘lsin. U holda =20, deb olib

|SZ|2 _ e27r

|S,[* < 4q, = 2q yoki bundan |S,|</2q
ISP < PY 4 PP i min ( P, LJ
= (a.)

Veyl yig‘indi uchun yuqoridagi yakuniy baho olindi

M. Vinogradov birinchi marta arifmetik progressiyaga tegishli tub sonlar
bo‘yicha olingan trigonometrik yig‘indi

Y. e@p)
e

moduli uchun trivial bo‘lmagan baho olgan. Bu yig‘indi quyidagi

yig‘indiga ekvivalent ekanligidan

S,(@)=S,(D,a,N)=" > A(n)e(an),1<1<D, (1,D) =1

n<N
m=l(mod D)

yig‘indini modulini baholash uchun quyidagi ifodani baholadik

Z“/’( N, X, )‘ va shunday natija oldik.

1
D lw (N, x)|<< (N +aN2 +g"N°)L°

N -
bundan esa S;(a) << (D) A ushbu baho kelib chiqdi. Bu yerda
JEREE!
A=DP 2L2 .
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